CNV/S

[ETzra —— CACHAN
N°ENSC-2006/31

THESE DE DOCTORAT
DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE CACHAN

Présentée par
Hong-Minh NGUYEN

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE CACHAN

Domaine :

MECANIQUE - GENIE MECANIQUE - GENIE CIVIL

Sujet de la these :

Une stratégie d’identification robuste
pour la localisation et la rupture

These soutenue le 15 Décembre 2006 & I’'ENS de Cachan
devant le Jury composé de MM. :

S. ANDRIEUX Ingénieur de recherche, HDR - EDF R&D  Président

A. CORIGLIANO Professeur - Politecnico di Milano Rapporteur

P. VILLON Professeur - UTC Rapporteur

S. MAISON LE POEC Ingénieur de recherche - EADS CCR Examinateur

O. ALLIX Professeur - ENS de Cachan Directeur de these
P. FEISSEL Maitre de Conférences - UTC Examinateur

Laboratoire de Mécanique et Technologie
ENS Cachan/CNRS/Université Paris 6
61, avenue du Président Wilson, F-94235 CACHAN CEDEX (France)






a ma famille
et a Hanot, mon pays natal






“ The world is big and there’s lots to do ”
KIM






C’est avec un grand plaisir que je remercie les personnes, qui de pres ou de loin, ont
contribué a la réalisation de ce travail de recherche.

Tout d’abord, je tiens a remercier Olivier ALLIX, pour la confiance qu’il m’a accor-
dée des le début et le long des trois années, pour son encouragement dans les moments
difficiles et en particulier pour sa qualité d’encadrement. Sans lui, ce travail n’aurait
pas vu le jour.

J’adresse un remerciement sincere a Pierre FEISSEL, qui m’a appris la rédaction
d’un document scientifique et avec qui la discussion est toujours riche et agréable. Je
le remercie également pour sa gentillesse et sa disponibilité surtout dans la période a
la fin de these.

Je voudrais exprimer toute ma gratitude aux membres de mon jury : a Stéphane
ANDRIEUX pour m’avoir fait ’honneur d’étre président du jury; a Pierre VILLON
et Alberto CORIGLIANO pour avoir accepté une lourde tache de lire et de juger mon
travail ; a Serge MAISON LE-POEC pour s’étre intéressé et donner sa vision “indus-
triel” a ce travail.

Un grand merci a toutes les personnes au LMT Cachan pour la tres bonne ambiance
aussi bien de travail que de détente, avec qui j’ai partagé de beaux moments de discus-
sion, et a qui m’ont aidé a la relecture du rapport et a la préparation de la soutenance.
Je remercie notamment Phillipe C., David V., Olivier D., Francois, PAP, Delphine,
Alain, Germain, Hugo, David N., Jayant, Mathilde, I’équipe du code EF en Matlab :
Pierrot, Manu, Gilles et nos secrétaires : Francoise, Evelyne, Lydia et Dominique. Je
n’oublierai jamais I’ambiance au petit dej’, au centre de calcul, au séminaire et autour

du bar.

Merci & mes camarades universitaires, de DEA et a mes amis proches, avec qui mon
séjour en France est toujours agréable méme si c¢’est loin de la famille. Merci bien str
a ma “PP” pour son soutien et sa disponibilité.

Enfin, j’exprime toutes mes reconnaissances a mes parents et a ma petite soeur pour
leur amour, leur encouragement et leur soutien éternel, malgré la distance, le long de
toutes ces années.






Table des matieres

Table des matieres i
Table des figures \%
Liste des tableaux ix
Introduction 1

Identification - Etat de I’art 7

1 Quelques approches inverses et méthodes de traitement numérique 11

1.1 Motivation expérimentale . . . . . . . ... ..o 13
1.2 Probleme d’identification : contexte général . . . . . . . . .. ... ... 14
1.2.1  Caractéristiques du probleme direct . . . . . . . . . . . ... .. 16
1.2.2  Caractéristiques du probleme inverse . . . . . . . .. ... ... 17

1.3 Approches pour la résolution du probleme d’identification . . . . . . . . 17
1.3.1 Approches inverses . . . . . . . .. ... 18
1.3.1.1 Approche par champs auxiliaires . . . . ... ... .. 18

1.3.1.2 Approches variationnelles . . . . . . . ... ... ... 18

1.3.2  Techniques de régularisation . . . . . .. . ... ... ... ... 23
1.3.2.1 Méthode de quasi-réversibilité . . . . . . ... .. ... 24

1.3.2.2  Méthodes de régularisation de Tikhonov . . . . . . .. 24

1.3.2.3 Lefiltrede Kalman. . . . . . .. ... ... ...... 27

1.3.3 Choix de la méthode d’identification . . . . . ... .. ... .. 29

1.4 Méthode d’Erreur en Relation de Comportement modifiée . . . . . . . 29
1.4.1 Formulation . . . . . . . ... ... ... . 30
1.4.2 Procédure de résolution . . . . . ... ... ... ... ... .. 31

1.5 Outils d’optimisation utilisés pour la méthode d’ERAC modifiée . . . . 33
1.5.1 Optimisation sans contrainte . . . . . . . . . ... ... ..... 33
1.5.1.1  Méthodes basées sur le gradient . . . . . . . . .. ... 34

1.5.1.2  Méthodes de Newton . . . . . . . ... ... ... ... 34

1.5.1.3  Choix de la méthode d’optimisation sans contrainte . . 35

1.5.2  Optimisation sous contraintes : quelques grandes approches . . . 35

These de doctorat - HM. NGUYEN 1



Table des matieres

2

1.5.2.1 Extension de l'optimisation sans contrainte . . . . . . 36
1.5.2.2  Méthodes duales - introduction d'un Lagrangien . . . . 38

1.5.2.3  Formulation Hamiltonienne - Principe de maximum de
Pontryagui . . . .. ... ... 44
1.5.2.4  Programmation dynamique . . . .. .. ... .. ... 44
1.5.2.5  Choix de la méthode d’optimisation sous contraintes . 46
1.6 Conclusion . . . . . . . . . 46
Acquis de l’identification par PTERdC modifiée 49
2.1 Probleme d’identification du matériau élastique . . . . . . . . ... .. 50
2.2 Reésolution du probleme inverse par 'ERAC modifiée . . . . . .. . .. 51
2.3 Méthodes de résolution du probleme de base . . . . . . ... ... ... 52
2.3.1 Méthodes de résolutions globales en temps . . . . . . . .. ... 54
2.3.1.1 Méthode des éléments finis temporels . . . . . . . . .. 54
2.3.1.2 Méthode de I'assemblage global en temps . . . . . . . 56
2.3.1.3  Commentaires . . . . . . .. . ... .. .. ...... 56
2.3.2  Méthodes de résolutions locales en temps . . . . . . . ... ... 57
2.3.2.1 Méthode de la matrice de transition . . . .. ... .. Y
2.3.2.2 Méthode itérative . . . . . ... ... 58
2.3.2.3 Approche basée sur I’équation algébrique de Riccati . . 59
2.4 Estimation de la robustesse de la méthode d’identification . . . . . . . 62
2.5 Minimisation par rapport aux parametres matériau . . . . . . .. . .. 63
2.6 Conclusion . . . . . . . . ... 64

Identification robuste par ’ERdC modifiée 67

3 Probleme d’identification du matériau élastique : Traitement robuste 71

3.1

3.2

Probleme d’identification dans le cas 1D élastique . . . . . . . .. . .. 73
3.1.1 Fabrication des mesures . . . . . . . . . ... ... ... .. .. 74
3.1.1.1 Fabrication des mesures non perturbées . . .. . . .. 74
3.1.1.2  Fabrication des perturbations . . . . .. . . ... ... 75
3.1.2 Rappel du processus d’identification . . . . . . .. ... ... .. 76
3.1.3 Résolution robuste du probleme de base . . . ... ... .. .. 76
3.1.3.1  Approche basée sur ’équation différentielle de Riccati. 78
3.1.3.2 Approche hybride . . . . . . . ... ... 85
3.1.3.3  Etudes sur les champs solution du probleme de base . 89
3.1.4 Identification du module d’Young . . . . . .. .. .. ... ... 91
3.1.5 Comparaison avec les solutions obtenues par le filtre de Kalman 92
3.1.6  Conclusion sur le cas 1D élastique . . . . . . . .. ... .. ... 95
Extension au cas 2D élastique linéaire . . . . . . . . .. . ... ... .. 96
3.2.1 Présentation du probleme d’identification . . . . . . . . . . . .. 96
3.2.1.1 Fabrication des mesures . . . . ... .. .. ... ... 96

1

These de doctorat - HM. NGUYEN



Table des matieres

3.2.1.2 Influence des parametres sur les conditions aux limites 98

3.2.2 Problemedebase . . . . ... ... ... ... L. 98
3.2.3 Identification des parametres matériau élastique . . . . . . . . . 99
3.2.4 Conclusion sur le cas 2D élastique . . . . . . . . ... ... ... 100
3.3 Extension au cas 1D élastique hétérogene . . . . . . . .. ..o L. 100
3.3.1 Stratégie de minimisation de la fonction cout . . . . . . . . . .. 101
3.3.2 Remarque . . . . . ... 103
3.3.3 Conclusion sur le cas 1D élastique hétérogene . . . . . . . . .. 103
3.4 Conclusion . . . . . . ... 104

4 Stratégie d’identification en non linéaire et application a un premier

exemple : viscoplasticité 105

4.1 Présentation du probleme d’identification . . . . . . . .. ... ... 107

4.2 Formulation du probleme inverse . . . . ... ... .. ... ... ... 108

4.2.1 Formulation . . . . . . ... 108

4.2.2 Erreurdemodele . . . . ..o 109

4.2.3 Processus de résolution du probleme inverse . . . . .. ... .. 110

4.3 Méthode LATIN pour le probleme direct . . . . . . . ... .. .. ... 111

4.3.1 Séparation des difficultés . . . . . .. ..o 111

4.3.2 Approche itérative en deux étapes . . . . . . .. ... L. 112

4.4 Résolution du probleme de base . . . . . . ... ..o 115

4.4.1 Séparation des difficultés . . . . .. ..o 115

4.4.2 Approche itérative en deux étapes . . . . . . . ... 116

4.4.3 Caractéristique de la direction de recherche . . . . . . . . . . .. 118

4.4.4  Conclusion sur la résolution du probleme de base . . . . . . .. 120

4.5 Application au cas 1D viscoplastique . . . . . . ... ... 122

4.5.1 Présentation du probleme d’identification . . . . . . . . . . . .. 122

4.5.1.1 Fabrication des mesures . . . . . ... ... ... ... 122

4.5.1.2 Remarque sur le choix du type de chargement . . . . . 124

4.5.1.3 Pertinence de la gamme de parametres étudiée . . . . 124

4.5.1.4 Remarque sur les oscillations numériques . . . . . . . . 126

4.5.2  Formulation du probleme inverse . . . . ... ... .. ... .. 127

4.5.3 Résolution du probleme de base . . . . . . .. ... .. ... .. 127
4.5.3.1  Erreur aux moindres carrés sur la vitesse des variables

internes . . . .. ... 128

4.5.3.2 Erreur aux moindres carrés sur les variables internes . 136

4533 Conclusion . .. .. .. ... 0oL 139

4.5.4 ldentification des parametres viscoplastiques . . . . . . .. . .. 139

4.5.4.1 Pour des mesures fabriquées par un plateau en effort . 139

4.5.4.2 Pour des mesures fabriquées par un demi-sinus en effort 141

4.6 Conclusion . . . . . . . . L 141

These de doctorat - HM. NGUYEN 11l



5 Identification des parametres de rupture de composite 143

5.1 Présentation du modele de composite . . . . . .. ..o 145
5.1.1 Composite stratifié : constitution et modélisation . . . . . . .. 145
5.1.1.1  Modele du pli élémentaire . . . . . . . . . . ... ... 146
5.1.1.2 Modele de l'interface . . . . . . ... ... ... .... 148
5.1.2  Difficulté rencontrée pour la simulation jusqu’a la rupture . . . 149
5.1.2.1 Modeles a discontinuité . . . . .. ... .. ... ... 150
5.1.2.2  Limiteurs de localisation en espace . . . . . . ... .. 150
5.1.2.3  Limiteurs de localisation en temps . . . . . ... ... 152
5.1.3 Pertinence de la loi d’évolution utilisée . . . . . ... ... ... 154
5.2 Présentation du probleme d’identification . . . . . . . .. ... ... .. 157
5.2.1 Parametres a identifier . . . . .. ..o 157
5.2.2  Pertinence de la gamme de parametres étudiée . . . . . . . . .. 157
5.2.3 Choix de l'essai d’identification . . . . . . . ... ... .. ... 157
5.2.4 Fabrication des mesures . . . . . . ... ... 159
5.3 Formulation du probleme inverse . . . . . .. .. ... ... ... 160
5.4 Résolution du probleme de base . . . . . . .. ... ... ... .. ... 163
5.4.1 Séparation des difficultés . . . . . .. ..o 164
5.4.2 Résolution itérative en deux étapes . . . . . . . . ... ... .. 164
5.4.2.1 Etape locale . . . . . . .. ... 164
5.4.2.2 Etape globale . . . . . . ... oo 165
5.4.2.3 Critere de convergence . . . . . . . .. ... ... ... 168
5.4.2.4 Etape de relaxation . . . . ... ... ... ... ... 168
5.4.3 Convergence de la stratégie de résolution du probleme de base . 169
5.4.4 Etudes des champs solution du probleme de base . . . . . ... 172
5.4.4.1 Pour des parametres matériau de référence et des me-
sures non perturbées . . . . . ... ... 172
5.4.4.2 Pour de mauvais parametres matériau et des mesures
non perturbées . . . . . ... ... 173
5.5 Identification des parametres de 'effet retard . . . . . . . . . ... ... 174
5.6 Conclusion . . . . . . . .. 175
Conclusion 177
A Traiter le probleme de base dans le cas endommageable 179
A.1 Systeme d’équations non linéaires . . . . . . . . . . .. .. ... .... 180
A.2 Résolution du probleme par la stratégie LATIN adaptée : . . . . . . .. 183
Annexes 179
Bibliographie 189

v These de doctorat - HM. NGUYEN



Table des figures

1.1 Essai aux barres d’Hopkinson verticales a EADS CCR et schéma du

montage . . ... L 13
1.2 Probleme de référence associé au probleme d’identification . . . . . . . 15
1.3 Procédure de résolution du probleme inverse formulé par la méthode

d’ERAC modifiée . . . . . ... 32
2.1 Probleme d’identification dans le cas 1D en élasticité . . . . . .. . .. 50
2.2 Essai numérique dans le cas 1D en élasticité . . . . ... ... ... .. o1

2.3 Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé au cours des itérations 59
2.4 Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par 1’ap-
proche basée sur 1’équation algébrique de Riccati avec le module d"Young
de référence F = Ej, des mesures non perturbées et un temps d’étude

correspondant a 10 allers d’onde : T'=10Ty . . . . . . . . . . .. ... 61
2.5 Fonction cout pour différents niveaux de perturbation - cas 1D élastique

(Tp est le temps d’'un aller d'onde) . . . . . . ... ..o 62
2.6 Fonctions cout pour un temps d’étude intermédiaire : T" = 3,571 - cas

1D élastique . . . . .. 63
2.7 Poutre élastique hétérogene par bloc . . . . . ... .. ... ... 64
2.8 Identification des modules d’Young de la poutre hétérogene par la mé-

thode de descente a pas fixe - [FeiO3] . . . . ... .. ... .. ... .. 64
3.1 Probleme d’identification dans le cas 1D en élasticité . . . . . .. . .. 73
3.2 Essai numérique dans lecas 1D . . . . . . .. ... ... L. 74
3.3 Conditions aux limites non perturbées obtenues par un chargement de

type demi-sinus en effort . . . . ... 000000 74
3.4 Conditions aux limites non perturbées obtenues par un chargement de

type plateau en effort . . . . ... ..o oL 75
3.5 Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% - cas 1D

élastique . . . . L. 76
3.6 Norme de la solution analytique de la matrice de Riccati K(t) et esti-

mateur d’erreur dans le cas du module d’Young de référence £ = E, . . 81

3.7 Comparaison de la solution numérique obtenue par le schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4 a la solution analytique de la matrice de Riccati K (t)
(3.19) . 81

These de doctorat - HM. NGUYEN v



Table des figures

3.8 Comparaison de la solution numérique par le schéma hormographique
[Dub00] pour un pas de temps dt et % a la solution analytique de K(t)
(319) o . 83

3.9 Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par 'ap-
proche basée sur I’équation différentielle de Riccati avec le module d”Young

de référence F = Ej, des mesures non perturbées et un temps d’étude

correspondant a 10 allers d’onde T'=10Ty . . . . . . . . . . . ... .. 84
3.10 Norme de la solution analytique de matrice de Riccati K (7) dans le cas
du module d’Young de référence £ =Fy . . . . . ... ... .. 87

3.11 Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par 1'ap-
proche hybride avec le module d’Young de référence £ = Ej, des mesures
non perturbées et un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde
T=10Ty . . . . e 88
3.12 Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par l'ap-
proche hybride avec un mauvais module d’Young £ = 1,5 Ej, des me-
sures non perturbées et un temps d’étude correspondant a 10 allers
d'onde T'=10Ty . . . . . . . . . 90
3.13 Distribution de I’erreur de modele en espace et en temps avec un mauvais
module d’Young E = 1,5 Fy, des mesures non perturbées et un temps
d’étude correspondant a 10 allers d’'onde T'=107 . . . . . . . . . .. 90
3.14 Fonction cotut pour différents niveaux de perturbation - cas 1D élastique 91
3.15 Fonction cout pour différents niveaux de perturbation pour un temps

d’étude intermédiaire : T' = 3,5Tj - cas 1D élastique . . . . . . . . .. 91
3.16 Modules d’élasticité obtenus par le filtre de Kalman étendu pour des
mesures perturbées a différents niveaux . . . . . ..o 94

3.17 Modules d’élasticité obtenus par le filtre de Kalman étendu pour des
mesures perturbées a 10 % - Influence du choix des matrices de covariance 95

3.18 Probleme d’identification dans le cas 2D élastique . . . . . . . .. . .. 96
3.19 Essai numérique dans le cas 2D élastique . . . . . . . ... 97
3.20 Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% a un coin de

la plaque pour un temps d’étude T'=10,095ms . . . . . . . . ... .. 97
3.21 Déplacements obtenus avec différents jeux de parametres E et v au coin

M delaplaque . . . . .. .. 98
3.22 Déplacements au point M dans le cas des parametres matériau de réfé-

rence et de mesures non perturbées . . . . . . .. ... 99
3.23 Fonctions cott pour des mesures perturbées a différents niveaux - cas

2D élastique . . . ... 100
3.24 Poutre élastique hétérogene par bloc . . . . . . .. .. ... ... ... 101

3.25 Convergence de la stratégie combinée pour des mesures non perturbées 102

4.1 Probleme d’identification d’un comportement non linéaire décrit par des
variables internes . . . . . .. .. .. 107
4.2  Représentation schématique du principe de la méthode LATIN . . . . . 112

vi These de doctorat - HM. NGUYEN



Table des figures

4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

Etape locale a 'itérationn . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 117
Etape globale a l'itérationn . . . . . . . . ... .. oL 117
Probleme d’identification dans le cas 1D viscoplastique . . . . . . . .. 122
Essai numérique dans le cas 1D viscoplastique . . . . . . . .. ... .. 122
Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% pour un
chargement de type plateau en effort - cas 1D viscoplastique . . . . . . 123
Energie dissipée et énergie élastique obtenues par des calculs directs pour
différents types de chargement - cas 1D viscoplastique . . . . . . . . .. 124
Courbe contrainte - déformation a proximité de la zone d’application

des efforts de la poutre pour différents jeux de parametres du matériau

- chargement de type demzi-sinus . . . . . . ... ... ... ... 125
Courbe contrainte - déformation au milieu de la poutre pour différents
jeux de parametres du matériau - chargement de type plateau . . . . . 125
Contrainte a la section a proximité de ’encastrement - chargement de
type demi-sinus . . . .. ..o oL 126

Déformation plastique au cours des itérations pour les parametres ma-
tériau de référence k, = k.o, n, = nyo et des mesures non perturbées -
section au milieu de la poutre . . . . . .. ..o 132
Déformation plastique au cours des itérations pour un mauvais jeu de
parametres k, = 1,5k, n, = 1,51, et des mesures non perturbées -
section au milieu de la poutre . . . . . ... ..o 133
Indicateur d’erreur pour différents jeux de parametres matériau et dif-
férents niveaux de perturbation de mesures - chargement de type plateau 134
Déformation plastique obtenue par le probleme de base et son erreur
relative par rapport a celle de référence dans le cas des parametres ma-
tériau de référence et de mesures non perturbées . . . . . . .. ... .. 135
Conditions aux limites mesurées et reconstruites pour un mauvais jeu
de parametres matériau : k, = 1,5 k,g, n, = 1,4 n, et des mesures non
perturbées . . . . .. 136
Convergence de la stratégie de résolution du probleme de base formulé
par I'erreur aux moindres carrés sur les variables internes pour différents
jeux de parametres matériau - cas 0D viscoplastique. . . . . . . . . .. 137
Convergence de la stratégie de résolution du probleme de base formulé
par l'erreur aux moindres carrés sur les vitesses de variables internes
pour différents jeux de parametres matériau - cas 0D viscoplastique . . 138

Vitesse de déformation plastique au cours des itérations pour des pa-
rametres matériau de référence k, = k,o, n, = Ny et des mesures non
perturbées - section au milieu de la poutre . . . . . .. .. ... 138
Surfaces représentant la fonction cott - cas viscoplastique . . . . . . . . 140
Fonction cotit pour différents niveaux de perturbations avec le charge-
ment de type plateau - cas viscoplastique . . . . . . ... ... ... .. 140
Fonction cout pour différents niveaux de perturbations avec le charge-
ment de type demi sinus - cas viscoplastique . . . . . . .. .. ... .. 141

These de doctorat - HM. NGUYEN vil



Table des figures

5.1 Constitution du composite stratifié a fibres longues . . . . . . . . . .. 145
5.2 Méso-constituants du composite stratifié : le pli et U'interface . . . . . . 146
5.3 Directions d’orthotropie de I'interface interlaminaire . . . . . . . . . .. 148
5.4 Modes de rupture de l'interface . . . . . .. .. ... .. ... ... .. 149
5.5 Essai numérique dans le cas 1D endommageable . . . . . . . . .. ... 154
5.6 Champs solution du probleme direct . . . . . ... .. ... ... ... 155
5.7 Endommagement a l'instant final pour le modele avec effet retard et
avec différents maillages . . . . . . . ... 156
5.8 Endommagement a 'instant final pour le modele classique et avec diffé-
rents maillages . . . . . ..o Lo 156
5.9 Probleme d’identification dans le cas 1D endommageable . . . . . . . . 157
5.10 Influence de 7. sur la réponse de la barre composite . . . . . . .. . .. 158
5.11 Influence de a sur la réponse de la barre composite . . . . . . .. ... 158
5.12 Probleme d’identification pour une poutre a deux matériaux . . . . . . 159
5.13 Essai numérique pour la poutre a deux matériaux . . . . . . . . .. .. 159
5.14 Champs solution du probleme direct pour la poutre a deux matériaux . 160
5.15 Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% . . . . . . . 161
5.16 Influence de I’étape de relaxation sur la convergence de la stratégie de ré-
solution du probleme de base pour les parametres matériau de référence
et des mesures non perturbées . . . . .. ... 169
5.17 Variables d’endommagement a proximité de ’encastrement au cours des
itérations pour des parametres matériau de référence 7. = 7,9, a = ag et
de mesures non perturbées . . . . . . ... 170
5.18 Convergence de la stratégie LATIN pour différents jeux de parametres
matériau et différents niveaux de perturbation de mesures . . . . . . . 171
5.19 Champ d’endommagement obtenu par le probleme de base et son er-
reur relative par rapport a celui de référence dans le cas des parametres
matériau de référence et des mesures non perturbées . . . . . . ... .. 172
5.20 Différence relative entre d et d° pour des parametres matériau de réfé-
rence et des mesures non perturbées . . . . . ... 173
5.21 Différence relative entre d et d° pour de mauvais parametres martériau :
a=0a, Te =0,0Tc0 « « v« « o e 173
5.22 Surfaces représentant la fonction cott - cas 1D endommageable . . . . 174
5.23 Fonction cout pour différents niveaux de perturbations - cas 1D endom-
mageable . . . ... 175
viii These de doctorat - H.M. NGUYEN



Liste des tableaux

2.1 Relations fiables et non fiables dans le cas de I’élasticité linéaire 51
3.1 Propriétés matériau élastique . . . . . . ..o 73
3.2 Estimation du cott de calcul de I'approche basée sur ’équation différen-
tielle de Riccati . . . . . . . . . . .. 85
3.3 Cout de calcul de différentes approches . . . . . . . .. ... ... ... 88
3.4 Comparaison numérique de différentes approches avec le module d’Young
de référence F = FEj, des mesures non perturbées et un temps d’étude
correspondant a 10 allers d’onde T'=10Ty . . . . . . . . . . . ... .. 89
3.5 Cout de calcul des méthodes de minimisation de la fonction cott par
rapport aux parametres matériau (7 est le temps d’un aller d’onde) . . 103
4.1 Relations fiables et non fiables dans le cas non linéaire . . . . . .. .. 108
4.2 Propriétés matériau viscoplastique . . . . . . . . ... 123
4.3 Relations fiables et non fiables dans le cas viscoplastique . . . . .. .. 127
5.1 Propriétés matériau composite . . . . . ..o 154
5.2 Relations fiables et non fiables dans le cas de 'endommagement 161
These de doctorat - H.M. NGUYEN ix



Liste des tableaux

X These de doctorat - HM. NGUYEN



Introduction

La modélisation et la simulation réaliste de la rupture sont un enjeu fort du “Virtual-
Testing” en particulier en dynamique (impact d’oiseau, essais de crash, tenue a la chute
d’objets ...). C’est d’ailleurs I'un des domaines ou la simulation non linéaire avec en-
dommagement et rupture est la plus utilisée d'un point de vue industriel en raison
de la complexité des essais et de leur difficulté d’exploitation. A ces difficultés expé-
rimentales, s’ajoute le cotut important de ces essais, aussi I'obtention de simulations
prédictives et réalistes de la rupture dynamique de structure est un réel enjeu. Cepen-
dant, de nombreux obstacles restent a surmonter avant de pouvoir prétendre réellement
atteindre cet objectif.

L’un d’entre eux concerne la caractérisation de la réponse statique et dynamique
d’un matériau dans la phase d’instabilité qui précede la rupture. Dans la suite, cette
phase sera aussi qualifiée de post-pic car elle fait suite en général au passage du “maxi-
mum” de la “courbe contrainte-déformation”.

La difficulté de cette caractérisation tient tout d’abord au fait que la phase condui-
sant a la rupture s’accompagne d’une tres forte localisation des déformations. Les essais
en phase post-pic sont donc hétérogenes et les méthodes de dépouillement classiques
exploitant des mesures uniquement globales inadaptées. La seconde est que la phase de
rupture engendre le plus souvent des perturbations importantes au niveau de I’ensemble
de la structure, les conditions aux limites ne sont alors pas précisément connues.

C’est a certains aspects de base liés a cette question que cette these est consacrée.
Son objectif est de proposer une stratégie robuste pour l'identification en dynamique
transitoire de lois de comportement gouvernant la réponse matériau jusqu’a la rupture.
Elle doit donc permettre a la fois le traitement des essais dynamiques hétérogenes et
I'identification a partir de mesures fortement corrompues. En raison de la complexité
du probleme général présenté ci-dessus, un probleme modele encore fort éloigné des
applications potentielles nous a servi de guide.

Parmi les méthodes inverses consacrées a l'identification de lois de comportement,
I’approche variationnelle basée sur la fonctionnelle des moindres carrés directes et ’ap-
proche par champs auxiliaires sont les plus utilisées [Cai94] [Mah96] [Cal80] [And92]. En
revanche, pour des mesures fortement corrompues, le caractere mal posé du probleme
inverse joue un role prédominant, ce qui nécessite I'usage de techniques de régularisa-
tion. Différentes techniques ont été proposées comme les méthodes de régularisation
de Tikhonov [Tik77] [Bad91] [Cim01], le filtre de Kalman [Kal60] [And89] [Cor04] ou
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la méthode de quasi réversibilité [Lio67] [Bou05]. Cependant, ces méthodes, qui né-
cessitent une connaissance a priori sur les perturbations pour étre efficaces et fiables,
semblent difficiles a appliquer dans notre contexte, ol aucune information a prior:
sur les perturbations n’est connue. Ceci nous a conduit a étudier la méthode d’Erreur
en Relation de Comportement (ERAC) développée depuis une vingtaine d’années en
recalage de structure dans le domaine vibratoire [Lad83] [Cho98] [Der04].

L’idée de la méthode d’ERAC est de séparer les relations théoriques et expérimen-
tales intervenant dans le probleme inverse en deux groupes : le groupe qui se compose
des relations considérées comme fiables et le groupe qui est constitué des relations les
moins fiables. Dans toute la démarche, le groupe fiable est vérifié exactement et forme
ainsi un espace de contraintes, tandis que le groupe non fiable est simplement vérifié au
mieux, au travers de la minimisation d’une fonctionnelle cotit. Ainsi sont recherchés les
champs mécaniques (contrainte, déplacement ...) et les parametres matériau a identifier
qui minimisent une erreur dite Erreur en Relation de Comportement modifiée tout en
vérifiant les équations du groupe fiable.

Dans le cas de la détermination de parametres matériau a partir d’essais en dyna-
mique transitoire, nous avons choisi de regrouper dans le groupe fiable les équations
d’équilibre intérieur, les conditions initiales et la partie préalablement et valablement
identifiée des relations de comportement, tandis que le groupe non fiable est constitué
des relations de comportement restant a identifier et des mesures corrompues, typique-
ment constituées des conditions aux limites de 1’éprouvette.

Afin de résoudre ce probleme, un processus de minimisation en deux étapes, alter-
nant minimisation par rapport aux champs mécaniques et minimisation par rapport
aux parametres matériau, est utilisé :

— pour un jeu de parametres matériau donné, les mesures sont confrontées au mo-
dele, au travers d'un “probleme de base”, dont les champs solution sont un com-
promis entre modele et mesures. Il s’agit d’'un probleme de minimisation sous
contraintes sur des champs mécaniques ;

— a l'aide des champs solution obtenus dans la premiere étape, les parametres maté-
riau sont identifiés, par minimisation d'une fonction cout. Il s’agit d’un probleme
de minimisation sans contraintes.

Une premiere étude [All03] [Fei03] a permis d’explorer les idées de la méthode pro-
posée et d’en estimer la pertinence. Le cadre d’étude était alors fort simplifié et portait
sur I'identification du module d’Young d’une barre élastique en dynamique a partir de
mesures redondantes a ses extrémités. Ce travail, bien que tres éloigné du probleme
d’identification a la rupture, a permis de mettre en évidence le comportement tres
robuste de cette version de la méthode de 'ERAC modifiée face a des perturbations
de mesures de plus de 40% en dynamique transitoire. Une des principales difficul-
tés rencontrée alors concernait le probleme de base. Il s’agit en effet de résoudre un
probleme de propagations d’ondes directe et rétrograde couplées avec des conditions
initiales pour le probleme direct et des conditions finales pour le probleme rétrograde.
Le couplage de ces deux problemes induit la présence de solutions exponentiellement
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croissantes parmi les solutions de 1’équation homogene associée au probleme de base.
La premiere méthode de résolution testée a consisté a prédire les conditions initiales
manquantes grace a la matrice de transition, mais cette méthode valable que pour des
temps d’étude tres courts. En exploitant 'invariance du systéeme au cours du temps,
une seconde méthode basée sur I’équation algébrique de Riccati [Arn84] a permis sa
résolution pour des temps d’étude suffisamment grands. Cependant,ces stratégies de
résolution ne permettent pas de traiter le probleme dans un cas général.

Le pari a 'origine de cette these est qu’il devait étre possible d’étendre la stratégie
d’identification et les méthodes de résolution développées dans les travaux précédents
aux cas d’essais de rupture dynamique tres perturbés.

Il s’agissait en particulier d’essayer de :

— garantir la robustesse des outils numériques de résolution, notamment pour le

probleme de base;

— proposer une stratégie adaptée au cadre des comportements non linéaires ;

— discuter et mettre en place son application dans le cas particulier de la rupture.

Le traitement numérique d’un probleme de base non linéaire devant d’une maniere
ou d’'une autre passer par sa linéarisation, il a été décidé de poursuivre I'effort sur la
résolution du probleme de base dans le domaine linéaire afin d’en garantir la robustesse
dans le cas général.

La premiere contribution de cette these réside donc dans le développement,
exploitant les travaux de la littérature, d'une méthode de traitement numérique robuste
[Ngu05] [All05a] dans le cas élastique. Cette méthode est également basée sur 'équation
de Riccati permettant le découplage des équations directes et adjointes [Vau69] [And89]
[For02], comme dans [Fei03]. Toutefois, pour ne pas se limiter au domaine de validité
de I'équation algébrique de Riccati, la résolution de I’équation différentielle de Riccati
est étudiée. Des différentes méthodes mises en ceuvre a partir de la littérature [Vau69|
[And89] [Dub00], deux méthodes sont finalement retenues et permettent de résoudre
le probleme de base pour des temps d’étude quelconques ; la premiere est une méthode
numérique basée sur le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 et la seconde exprime la
solution analytique & I'aide de la solution de I’équation algébrique de Riccati [And89].

La seconde contribution , qui est aussi la contribution principale de ce travail,
porte sur 'extension de la stratégie d’identification proposée en élasticité a des cas non
linéaires [All05b] [Ngu06]. Ceci demande de mener une réflexion autour des trois points
suivants :

— définition des groupes de relations fiables et non fiables ;

— choix de la fonctionnelle cout et des contraintes ;

— stratégie de résolution du probleme formulé.
Ces trois points sont en fait liés et en particulier la possibilité de résolution du probleme
de base dépend des deux premiers choix. Comme nous le verrons, c¢’est en réalité ce
dernier aspect qui a déterminé le choix de la fonctionnelle cott.

Une fois la séparation en deux groupes décidée, le choix de la fonctionnelle et des
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contraintes reste une question ouverte. Une limitation importante est la prise en compte
des outils de résolution disponibles pour le probleme de base, pour lequel on s’attend
a rencontrer les mémes difficultés liées aux instabilités numériques, éventuellement
accentuées en raison des instabilités matérielles. Il semble donc pertinent d’appuyer la
stratégie de résolution sur les outils robustes mis en place pour les problemes linéaires,
qui sont en fait dédiés a la minimisation de criteres quadratiques sous contraintes
linéaires et en particulier les équations d’équilibre interne en dynamique. Ceci nous
guidera donc vers le choix de fonctionnelles quadratiques.

En terme de résolution, les approches incrémentales restent locales en temps et ne
permettent donc pas une formulation linéarisée de minimisation globale sur le temps.
En revanche, le caractére non-incrémental de la méthode LATIN [Lad99a] apparait
intéressant en vue de la résolution du probleme posé. L’idée de cette méthode itérative
est de fournir a chaque itération une approximation des solutions du probléeme en tout
point de I'espace et du temps. Elle s’appuie sur la séparation des équations a résoudre
en deux groupes :

— un groupe d’équations locales en variables d’espace, éventuellement non linéaires ;

— un groupe d’équations linéaires, éventuellement globales en variables d’espace.

Pour un probleme direct, le premier groupe définit un espace s’appuyant sur la rela-
tion de comportement et le deuxieme, formé des équations restantes, définit un espace
d’admissibilité. L’introduction de directions de recherche permet alors de converger
vers la solution correspondant a l'intersection des deux espaces en trouvant une solu-
tion alternativement dans un groupe puis dans l'autre, de fagon itérative.

Dans le cadre du probleme inverse, une difficulté est de définir I’espace des relations
de comportement, alors que celles-ci ne sont en fait jamais (sauf exception) vérifiée
lors de I'ensemble des étapes associées au processus de minimisation. Le choix dans ce
travail est de définir cet espace comme un espace de relation de comportement
relachée, en introduisant une variable d’état de comportement relachée. Les deux
espaces sont alors définis de la maniere suivante :

— espace de relation de comportement relachée reprenant les relations de compor-

tement non linéaires et relachées;

— espace admissible dont les éléments sont solutions d’un probleme de minimisation

sous la partie linéaire des contraintes.

Le passage d’un espace a l'autre peut alors se faire en introduisant des directions
de recherche, da fagon analogue a ce qui est fait pour un probleme direct.

La stratégie d’identification est tout d’abord mise en ceuvre en non linéaire dans un
cas viscoplastique. La stratégie de résolution du probleme de base converge et l'iden-
tification est pertinente jusqu’a des niveaux de perturbation des mesures de 'ordre de
40%.

L’application de la stratégie a un comportement a rupture dédié aux composites
[A1197] souleve des difficultés supplémentaires et en particulier la prise en compte de
conditions d’inégalité sur la variable d’endommagement. Cette partie est tres récente
et pour la stratégie numérique mise en place, qui permet de vérifier ces contraintes,
nous n’avons pas été encore en mesure de prouver I'optimalité de la solution construite.
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L’approfondissement de ces questions permettra peut-étre d’améliorer les résultats ob-
tenus, qui nous apparaissent néanmoins satisfaisants, puisque la stratégie de résolution
du probleme de base proposée converge et l'identification des parametres du modele
d’endommagement a taux limité se fait correctement méme pour des mesures pertur-
bées.

Ce rapport s’articule donc autour de cing chapitres, regroupés en deux parties :

Les deux premiers chapitres forment une premiere partie qui reprend les acquis
bibliographiques ainsi que ceux propres a cette étude.

Le premier chapitre présente une motivation expérimentale de cette étude, puis, une
étude bibliographique sur les méthodes d’identification des parametres matériau
ainsi que sur les techniques du traitement du bruit. Notre choix s’oriente vers la
méthode d’Erreur en Relation de Comportement (ERAC) modifiée, qui semble
bien adaptée au probleme d’identification a la rupture. Des grandes méthodes
d’optimisation sans et avec contraintes, qui sont nécessaires pour la résolution
par 'ERdC modifiée, sont abordées dans la derniere partie du chapitre.

Le deuxieéme chapitre rappelle les premiers résultats d’identification par ’ERAC
modifiée en élasticité obtenus dans [Fei03] [AllO3]. Les avantages et les incon-
vénients des méthodes de traitement numérique utilisées sont étudiés.

Les trois chapitres suivants forment la deuxiéme partie qui correspond au coeur de
ce travail.

Le troisieme chapitre propose pour le traitement numérique ’approche basée sur
I’équation différentielle de Riccati, qui est robuste en élasticité et extensible au
cas de la rupture. Sa robustesse est ensuite testée dans les cas 2D élastique et
1D élastique hétérogene.

Dans le cas élastique, 'invariance du systeme dans le temps permet d’exploiter
I’équation algébrique de Riccati, dans la partie du domaine ou la solution de
I’équation différentielle est stationnaire. Ceci est valable suffisamment avant le
temps final d’étude. Il est alors possible de réduire le cotuit de calcul en proposant
une approche hybride, qui ne résout 1’équation différentielle de Riccati que pour
la derniere partie du temps d’étude.

Afin de montrer 'extensibilité de I'approche basée sur I’équation de Riccati a
des cas plus complexes se rapprochant d'un essai réel par exemple sur compo-
sites, la stratégie proposée est appliquée dans un cas 2D en élasticité. Sa mise en
ceuvre ne fait apparaitre aucune difficulté supplémentaire. La méthode de traite-
ment numérique proposée semble s’affranchir du probleme d’instabilité que doit
surmonter la résolution du probleme de base en élasticité.

Une autre amélioration par rapport aux travaux précédents concerne la straté-
gie de minimisation par rapport aux parametres matériau. Une combinaison de
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la méthode de gradient a pas optimal et de la méthode de quasi Newton a été
retenue. Cette approche est illustrée dans le cas 1D en élasticité hétérogene et
conduit a des résultats tres satisfaisants.

Le quatrieme chapitre est consacré a 'extension de la stratégie d’identification ba-
sée sur 'ERAC modifiée du cas de 'élasticité aux cas non linéaires [Ngu06]. La
formulation générale du probleme ainsi que le traitement numérique, basé sur la
méthode LATIN et I'approche basée sur ’équation différentielle de Riccati, sont
établis pour un comportement non linéaire décrit par des variables internes. La
stratégie d’identification est ensuite appliquée dans le cas viscoplastique et s’avere
robuste face aux perturbations de mesures.

Le cinquieme chapitre présente I'application de la stratégie d’identification au cas
d’un comportement a la rupture correspondant a celui d’'un composite stratifié.
Les difficultés associées a ce probleme sont discutées et la robustesse de la méthode
est également confirmée dans ce cas.

6 These de doctorat - HM. NGUYEN



Premiere partie

Identification - Etat de D’art

These de doctorat - HM. NGUYEN






Dans cette premiere partie, nous nous intéressons aux méthodes
d’identification inverse des parametres matériau pour des mesures re-
dondantes et perturbées ainsi qu’aux méthodes de traitement numé-
rique associées. Deux chapitres seront consacrés a cette partie :

e Le premier chapitre situera le probleme traité dans le contexte gé-
néral du probleme inverse. Puis, a partir de la, une bibliographie
des méthodes spécifiques pour ce probleme sera présentée, avant de
s’orienter vers la méthode d’Erreur en Relation de Comportement
(ERAC) modifiée.

e Le deuxieme chapitre rappelle les acquis de l'identification par
I’ERAC modifiée dans le cas 1D élastique.
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CHAPITRE
Quelques approches

inverses et méthodes

de traitement
numérique

Dans ce premier chapitre, la motivation expérimentale de cette étude
est d’abord présentée. A partir de celle-ci, l’enjeu du probleme traité
est fixé et le contexte général du probleme d’identification étudié est
ensuite décrit. Différentes approches inverses pour résoudre ce pro-
bleme ainsi que plusieurs techniques de régularisation sont alors abor-
dées. La méthode choisie est la méthode d’Erreur en Relation de Com-
portement modifiée qui fait appel a un probleme de minimisation avec
et sans contraintes. Quelques grandes méthodes de minimisation sont
donc rappelées a la fin du chapitre.

Sommaire
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1.1. Motivation expérimentale

1.1 DMotivation expérimentale

Le point de départ de ce travail a été une tentative d’identification d’un modele
de comportement de composites stratifiés en dynamique a partir de 'essai mené a
EADS CCR (Suresnes) présenté figure 1.1. Il s’agissait plus précisément d’identifier les
effets de vitesse dans la phase post-pic [All97]. Notons que cet essai n’avait pas été
concu pour des identifications aussi précises, ce qui explique pour partie les difficultés
rencontrées alors. Ce type d’essais, appelés essais aux barres d’Hopkinson ou Split
Hopkinson Pressure Bar (SHPB) en anglais, est développé depuis une cinquantaine
d’années. Son principe dans le cas général et ses applications peuvent étre trouvés dans
[Zha96] ou [Gar00]. Ici, les principes sont présentés en s’appuyant sur le moyens d’essai
alors disponible chez EADS CCR.

_| — Barreentrante

> Jauges 1,2

H_ Echantillon

1

1—

> Jauges 3,4

—T— Barresortante

(a) Essai a EADS CCR (b) Schéma du montage

Figure 1.1 — Essai aux barres d’Hopkinson verticales a EADS CCR et schéma du
montage

Le principe de l'essai est que la barre, dite “entrante”, impacte 1’échantillon et y
génere une onde, appelée onde incidente. A Dinterface avec I’éprouvette, une partie de
I'onde se réfléchit (onde réfléchie) et une autre est transmise dans ’éprouvette, puis
dans la barre sortante (onde transmise). A partir de mesures aux moyens de jauges col-
lées sur les barres, il est théoriquement possible de calculer les contraintes et les vitesses
aux frontieres de 1'éprouvette, pour en déduire (en faisant une hypotheése d’homogé-
néité de I’échantillon) la courbe “contrainte-déformation”. Outre cette hypothese, il est
généralement supposé que la propagation d’ondes est unidimensionnelle. Lorsqu’une de
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1. Quelques approches inverses et méthodes de traitement numérique

ces hypotheses n’est pas satisfaite, il est nécessaire d'utiliser une approche inverse pour
exploiter 'essai (voir [Rot94] pour le détail).

Pour les essais réalisés a EADS CCR sur les composites, il existe une différence
notable entre les sections de ’éprouvette et des barres d’'un point de vue de la forme
et de la surface. Il est donc difficile de remonter a la réponse globale de 1’échantillon
a partir des mesures aux jauges. Il est de plus tres difficile d’identifier les parametres
caractérisant 'effet de vitesse de la phase post-pic du composite car ’essai devient tres
hétérogene avant la rupture de ’éprouvette. L’ensemble de ces raisons a fait que les
mesures des forces et des vitesses entrantes et sortantes étaient extrémement perturbées
et se sont avérées inexploitables.

Il est probable que des essais beaucoup plus adaptés comme ceux utilisant des barres
d’Hopkinson avec adaptation d’impédance comme cela est fait par exemple pour des
matériaux de type mousse [Zha05] améliorerait la situation. Il reste néanmoins que la
caractere tres brutal de la rupture des composites nous semble malgré tout constituer
une difficulté d’importance méme avec de fortes précautions expérimentales. De plus, la
thématique d’exploitation d’essais en présence de mesures corrompues ne se limite pas
a I'essai présenté ici. En effet, les essais de rupture dynamique sont le plus souvent sous-
exploités du fait des corruptions de mesures malgré leur cotit et leur richesse potentielle.
Dans ce contexte tres large, nous nous restreignons dans la suite de cette these au cas
de l'identification de parametres a partir de mesures :

— redondantes en effort et en déplacement (ou vitesse) ;

— connues (normalement en moyennes) sur une partie de la frontiere;

— fortement corrompues;

— et ou aucune information a priori sur la corruption de mesures n’est connue.

1.2 Probleme d’identification : contexte général

Le domaine d’application des problemes inverses d’identification est tres large : mé-
canique, acoustique, ¢électronique, magnétique, physique... Dans le seul domaine méca-
nique, différents types de problemes inverses sont couramment considérés :

e identification des parametres d’'une loi de comportement :
— modules élastiques [Cal80] [Tke90] [Con95] [Gré96] [Rot96] [A1l03];
— parametres de (visco)plasticité [Cai94] [Aok98] [Con01] [Gré06] ;
— parametres d’endommagement [Cha03] [Cor04] [Cor05];

e recalage des structures en vibration [Lad94] [Cho98] [Gol96] [Moi97] ;

e identification des sources ou des conditions aux limites dans les zones inaccessibles
[Gue89] [Cim00] [Con03] [Bou05] ;

e identification d’une partie de la frontiere de structure : détection de fissures, de
cavités ou d’inclusions [And92] [And99] [Bui04] [Bon05] ;

e identification des contraintes résiduelles [Ork96] [Bou98].
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1.2. Probléme d’identification : contexte général

Chacun de ces problemes nécessite des méthodes de résolution spécifiques. Dans le
cadre de cette étude, seule I'identification des parametres de loi de comportement a
partir de conditions aux limites redondantes sur une partie de la frontiere est étudiée.

Considérons le probleme d’évolution sur l'intervalle de temps [0, Tfipq] d'une struc-
ture occupant le domaine €2, avec les conditions limites sur la frontiere OS2 :

00 = O f QLU 0,y QU Dp o2 U 9

— sur Oy €2, les déplacements sont imposés et égaux au champ surfacique g ;

— sur Op 82, les efforts sont imposés et égaux au champ surfacique ﬁl;

— sur 0,€2, les déplacement wug4 et les efforts ]?;l sont imposés ;

— sur Jyf), aucune condition aux limites n’est donnée.

Le cas réellement traité dans ce travail correspond au cas particulier ou 0yf) est

vide et le caractere mal posé du probleme provient de la redondance d’information sur
O pS2.

Figure 1.2 — Probleme de référence associé au probleme d’identification

Le probleme inverse consiste ici a chercher le(s) “meilleur(s)” parametre(s) p a partir
de :
— I’équation d’équilibre :
—pii+div(o) =0 (1.1)

— les relations de comportement :

o = A((é(u)jr,p) 5 7<) (1.2)

— les conditions aux limites :

u="1q sur 0,0 = (Op QU 0y Q)

on=f; sur  9Q=(9p. QU Q) (13)
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1. Quelques approches inverses et méthodes de traitement numérique

— les conditions initiales :
U(e=0) = Yo (1.4)
Ut=0) = Uo
Le caractere mal posé du probleme tel qu’il est défini précisément par Hadamard
[Bui93], c’est & dire la non satisfaction en méme temps de 'existence, de I'unicité et de
la continuité de la solution par rapport aux données, prend alors tout son role. Pour
le probleme inverse, ce caractére mal posé, comme on le verra plus loin (section 1.2.2),
viens de la redondance, de la perturbation des mesures et de la pauvreté du modele
matériau. C’est la raison pour laquelle ce probleme est transformé en un probleme
d’optimisation, ou il s’agit de chercher le(s) “meilleur(s)” parametre(s) p & un sens qu'il
reste a définir.
Avant d’étudier plus précisément les caractéristiques de ce type de probleme inverse,
il est nécessaire de considérer celles du probleme direct. Celles-ci sont présentées dans
la section suivante 1.2.1.

1.2.1 Caractéristiques du probleme direct

Le probleme direct consiste a chercher, pour un jeu de parametre(s) p fixé(s) carac-
térisant le comportement du matériau, les champs solution u vérifiant :

I'équation d’équilibre (1.1);

les relations de comportement (1.2);

— les conditions aux limites (1.3);

— les conditions initiales (1.4).

Dans le cas élastique, la relation de comportement s’écrit simplement : 0 = E : €(u).

Le probleme direct est bien posé au sens de Hadamard [Bui93] si et seulement si les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

— pour tout fd et 14, il existe une solution wu ;

— cette solution est unique;

— la dépendance de la solution u vis-a-vis des données fd, g est continue.

De nombreux résultats existants ont montré que le probleme direct avec les condi-
tions aux limites présentées figure 1.2 est bien posé si des conditions aux limites suf-
fisantes (un vecteur d’information) sont connues sur toute la frontiere et également si
elles ne sont pas redondantes : Q2 = 0,2 = (. Les données doivent bien sur vé-
rifier des conditions de régularité dépendant de l’espace dans lequel est recherché la
solution. Par exemple pour un probleme tridimensionnel, les données au frontiere ap-
partienne pour les composantes des déplacements & H'/2(99) et les composantes des
densité surfacique d’effort & H~/2(9Q). Un bilan assez complet sur les caracteres du
probléeme direct pour le matériau élastique est trouvé dans [Kup79]. Dans le cas non
linéaire, les travaux de Necas, Hlavacek [Nec81] et de Ladeveze [Lad99a] confirment ces
caractéristiques pour la classe de matériau satisfaisant le critere de Drucker [Dru64].

Dans notre contexte ou les mesures obtenues par l'essai aux barres d’Hopkinson
sont redondantes, le probleme direct devient mal posé au sens de Hadamard car la
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1.3. Approches pour la résolution du probleme d’identification

condition d’existence de la solution u n’est pas vérifiée au moins dans le cas général.
Le détail de cette démonstration se trouve dans [Rot96] ou [Fei03].

1.2.2 Caractéristiques du probleme inverse

Le probleme inverse d’identification de parametres matériau, comme son probleme
direct, a fait l'objet de nombreuses études. Une présentation assez complete de ses
caractéristiques, ainsi que des méthodes de résolution associées, peuvent étre trouvées
dans les ouvrages de Tikhonov et Arsenin [Tik77|, de Badeva et Morozov [Bad91],
de Bui [Bui93] ou récemment dans I'article de syntheése de Bonnet et Constantinescu
[Bon05] pour le probleme d’identification en élasticité.

Les travaux de la littérature [Ike90] [Con95] [Bon05] ont montré que le probleme
inverse est mal posé au sens de Hadamard dans le cas élastostatique lorsqu’un champ de
propriété en espace E(x) est recherché. Il faut, en général, introduire des connaissances
a priori sur ce champ pour que la solution du probleme soit unique.

En dynamique transitoire ou dans le cas ou le comportement matériau est non
linéaire, a notre connaissance, peu de travaux théoriques portent sur le caractere du
probleme inverse.

Cependant, du point de vue de la résolution du probleme inverse, le fait que le
modele matériau n’est jamais parfait ainsi que la redondance et la forte perturbation
des conditions aux limites obtenues a partir de ’essai aux barres d’Hopkinson posent
souvent des problemes d’unicité et de continuité de la solution [Rot96]. Il faut donc
utiliser non seulement une approche inverse mais également des techniques de régu-
larisation pour stabiliser la résolution. Dans les parties suivantes, des approches pour
résoudre le probleme inverse et des techniques de régularisation seront donc étudiées.

1.3 Approches pour la résolution du probleme d’iden-
tification

La résolution du probleme d’identification des parametres matériau peut s’effec-
tuer par des approches directes ou inverses. Parmi les premieres, citons la méthode
des champs virtuels [Gré96] [Cha03] [Gré06], qui cherche a déterminer directement les
parametres a partir du principe des puissances virtuels en choisissant judicieusement
un champ virtuel grace aux mesures expérimentales des champs. L’avantage de cette
méthode réside dans le cout de calcul car l'identification des parametres est effectuée
de fagon directe. Cependant, pour des essais hétérogenes, surtout jusqu’a la rupture, et
des mesures classiques par jauges comme dans notre cas, ce type de méthode est diffi-
cile a appliquer. Le choix de la méthode d’identification tend donc vers une approche
inverse. Dans la partie suivante, différentes approches inverses seront présentées.
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1. Quelques approches inverses et méthodes de traitement numérique

1.3.1 Approches inverses

Les approches inverses peuvent étre regroupées en deux grandes familles : les ap-
proches par champs auxiliaires et les approches variationnelles.

1.3.1.1 Approche par champs auxiliaires

L’approche par champs auxiliaires a été appliquée a l'identification du tenseur
d’élasticité d’un milieu homogene [Cal80] [Ike90] ou a la détection de fissures enfer-
mées a I'intérieur d’un solide élastique a partir de mesures surabondantes en thermique
[And92] ou en mécanique [And99] [Bui04] sur toute la frontiere extérieure du milieu.

Afin de faciliter la présentation de ces approches, considérons ici I'exemple dans
[And99] pour la détection de fissures a l'intérieur d'un solide élastique a partir des
mesures surabondantes en déplacement w4 et en effort ﬁl sur I’ensemble de la frontiere
09). Une fonctionnelle basée sur le théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti est tout
d’abord introduite :

RG(v) :/m (ﬁi.v—ﬂd.a(v).n) ds (1.5)

avec v un champs de déplacement vérifiant la relation de comportement et 1’équation
d’équilibre dans le milieu €2 :
{ div(o(v)) =0 (1.6)

o(v) =E:¢(v)

La fonctionnelle RG(v) s’annule si le milieu est non fissuré (et si les mesures sont
non perturbées). Si le milieu est fissuré, cette fonctionnelle n’est pas nulle et peut étre
exprimée en fonction des variables caractérisant une ou des fissures. Ceci permet donc
de détecter directement ces fissures lorsque les champs de mesures choisies les excitent.

L’extension de la méthode a la détection des fissures en dynamique peut étre trouvée

dans [Bui04].

Remarques :

L’approche par champs auxiliaires introduit un point de vue intéressant et diffé-
rent de ceux présentés ci-apres. Cependant, elle n’est établie que pour des mesures
surabondantes sur toute la frontiere du milieu, ce qui n’est pas le cas pour les
essais aux barres d’Hopkinson, dans lesquels les conditions aux limites en dé-
placement ne sont pas connues sur la partie latérale de I’éprouvette. De plus,
les conditions aux limites utilisées sont normalement non perturbées et cette ap-
proche, a notre connaissance, n’est pas encore appliquée pour des matériaux dont
le comportement est non linéaire.

1.3.1.2 Approches variationnelles

Les approches variationnelles cherchent a construire une fonction cotit du champ
de parametres a identifier, qui doit étre minimisée pour obtenir les solutions du pro-
bleme inverse et qui n’a en général pas une forme explicite des parametres a identifier.
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1.3. Approches pour la résolution du probleme d’identification

Contrairement a ’approche par champs auxiliaires, la mise en ceuvre de ces méthodes
est itérative. Dans la littérature, trois grands types de fonctionnelles peuvent étre consi-
dérés.

I. Fonctionnelle des moindres carrés directs

Dans cette approche, une sollicitation (en effort, en déplacement, en vitesse ...) est
utilisée afin de calculer a travers le modele tous les champs solution en fonction des
parametres matériau. Puis, une fonctionnelle aux moindres carrés, qui s’appuie sur
I’écart entre les mesures expérimentales et les quantités calculées précédemment, est
définie et minimisée par rapport aux parametres matériau afin de trouver les parametres
optimaux.

Un exemple typique de cette approche se trouve dans ’article de Mahnken et Stein
[Mah96], dans lequel les auteurs cherchent a identifier les parametres du modele visco-
plastique de Chaboche a partir des mesures en effort sur un essai quasi-statique sollicité
en déplacement ou en déformation. Le probleme d’identification consiste a trouver le
parametre p minimisant la fonctionnelle aux moindres carrés directs sur les efforts :

2
Trouver py: = ArgminJ(o(p),p), J(o(p),p) :/ )an—fd ds (1.7)
p 8fQ

ou o est dépendant du parametre p et calculé a partir :

- des conditions aux limites en déplacement : u = @y sur 0,
- de I’équation d’équilibre : div(c) =0 (1.8)
- des relations de comportement : o= A((é(u)r,p) ;s T M)

Le probleme de minimisation (1.7) peut étre résolu grace a un calcul de sensibilité
de la fonctionnelle J aux parametres p [Mah96] ou par la méthode de 1'état adjoint
[Con01]. Ces méthodes permettent dans ce cas d’obtenir le gradient de la fonction cott
J par rapport aux parametres matériau p a travers la résolution de problemes directs
standards du méme type que le probleme (1.8). Un code de calcul existant pour le
probleme direct peut donc étre appliqué directement, ce qui est un grand avantage de
cette fonctionnelle.

Dans la plupart des cas, 'essai est piloté par des sollicitations controlées, qui sont
donc considérées comme fiables et vérifiées exactement. Les mesures, quant a elles,
sont moins fiables et vérifiées au mieux. Cependant, dans certains essais comme l’essai
aux barres d’Hopkinson, la séparation “sollicitation - mesure” est moins explicite car
les deux conditions aux limites en effort et en vitesse sont “mesurées” aux extrémités
de I'éprouvette. Le choix de “sollicitation - mesure” dépend de la confiance que l'on
accorde a chaque quantité.

L’application de cette approche est fréquente dans plusieurs domaines. En méca-
nique, citons quelques exemples : l'identification de maniere automatique des para-
metres d'une loi de comportement, qui a été mise en ceuvre dans un logiciel appelé
SIDOLO [Cai94], 'identification des parametres d’une loi viscoplastique de Norton-
Hoff par des mesures sur des essais d’indentation [Con01], des chargements thermiques
dans les zones inaccessibles [Con03] ...
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Remarques :

La fonctionnelle des moindres carrés directs a le grand avantage de permettre
d’utiliser directement un code de calcul existant pour le probleme direct au cours
de la résolution du probleme inverse. Cependant, dans le plupart des cas, le
probleme inverse utilisant cette fonctionnelle est souvent mal posé vis-a-vis des
perturbations de mesure. Il est donc nécessaire de faire appel a une technique de
régularisation.

II. Fonctionnelle des moindres carrés pour la reconstruction d’état

Dans les cas ou les conditions aux limites sont bruitées et manquantes dans les zones
inaccessibles, Guerrier [Gue89], Cimetiere & al [Cim00] ont proposé une fonctionnelle
aux moindre carrés sur les deux types de conditions aux limites (par exemple en effort
et en déplacement), c’est-a-dire qu’il n'y pas de séparation explicite “sollicitation -
mesure”. Dans ce cas, I'outil de moindres carrés est utilisé, comme en controle optimal,
pour reconstruire des champs mécaniques et pas uniquement pour quantifier la qualité
du modele.

Afin d’illustrer la fonctionnelle des moindres carrés dans ce cadre, reprenons ici
I'exemple de Cimetiere & al [Cim00] pour l'identification des conditions aux limites
manquantes sur la partie 0,2 de la frontiere d’'un domaine régi par les équations du
probleme du Laplacien. Dans le probleme traité, les données surabondantes sur le reste
de la frontiere 0,2 = 90\, sont le déplacement et sa dérivée normale. Le probleme
d’identification consiste a chercher le champ u a partir des équations :

Au=0

u =1y sur 0;f2

@ e oo (1.9)
5 = u, sur O

Le probleme (1.9) est mal posé. Cimetiere & al [Cim00] ont proposé de le remplacer
par la minimisation par rapport a u de la fonctionnelle suivante, en vérifiant I’équation

Au=0:

ou 12 ou 2 ou
J(u,a—n) :/81Q‘u—ud ds—l—/alg‘a—n—ud‘ ds + g(u, 8_n) (1.10)
ou

ot g(u, 3*) est un terme de régularisation, que nous allons détailler dans la section
1.3.2.2.111, et qui est ajouté pour stabiliser la solution obtenue.

Dans d’autres travaux tel que [Gue89], la nécessité de 1'utilisation d’une technique
de régularisation pour ce type de fonctionnelle est également constatée surtout lorsque

les mesures sont perturbées.

Remarques :

Cette fonctionnelle nous conduit & une minimisation sous contraintes menant a
un systeme d’équations directes et adjointes couplées lorsqu’on utilise la méthode
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1.3. Approches pour la résolution du probleme d’identification

de I'état adjoint. Dans le cas dynamique, il est nécessaire de prendre en compte
des conditions initiales et finales en temps, ce qui pose des difficultés numérique
pour la résolution. Cependant, I'idée de vérifier au mieux les deux conditions aux
limites (en déplacement et en dérivée normale du déplacement) est intéressante
et semble naturelle lorsque ces conditions aux limites sont perturbées. En ce sens,
elle est donc proche de l'idée de la méthode d’erreur en relation de comportement
présentée dans la section 1.3.1.2.11Lb.

I1I. Fonctionnelles énergétiques

A la différence des fonctionnelles aux moindres carrés, qui cherchent des parametres
matériau ou des champs solution minimisant la distance entre la réponse du modele
et les mesures, les fonctionnelles énergétiques se basent sur un écart entre des champs
solution admissibles, qui sont construits aa la fois a partir des mesures et du modele.

Ce type de fonctionnelle a initialement été proposé dans le domaine de la vérifica-
tion [Lad75], sous le nom de concept d’Erreur en Relation de Comportement
(ERdC), afin d’estimer la qualité de la solution obtenue par une méthode Eléments
Finis. Puis, elle a été appliquée au recalage des structures dans le domaine vibratoire,
afin de corriger les masses et raideurs des modeles, en supossant les fréquences propres
comme fiables [Lad83]. Dans cette application, ce concept est modifié pour tenir compte
des perturbations de mesures d’essai. Nous parlons alors de la fonctionnelle d’ERdC
modifiée.

Indépendamment de ces travaux, une fonctionnelle similaire a été proposée en élec-
trostatique, sous le nom de fonctionnelle de Kohn-Vogelius, afin de déterminer
la distribution intérieure de la conductivité électrique d’un milieu a partir des mesures
de potentiel et de voltage sur sa frontiere [Koh84]. Dans ce travail, les résultats ma-
thématiques forts sur la nature du probleme inverse, ainsi que les caractéristiques de
la solution obtenue par la méthode de résolution numérique proposée sont établis.

Pour présenter les idées de ces fonctionnelles, nous nous appuyons ici sur le travail
de Bui [Bui93] et Constantinescu [Con95] pour l'identification de champ de module
élastique [E a partir de mesures surabondantes a la frontiere en effort et en déplacement.
Le champ de module E est recherché par la minimisation de la fonctionnelle cott sur
ce champ de module E et égalament les champs de déplacement et d’effort appatenant
des espaces admissibles :

1 2
J(UCA,USA,E) = 5/ [E_1/2 c0SA —E1/2 . E(UCA)] dQ

2 [ (osa—E:elucn)) (B (05— E: c(uea) ) d0
| )= )

2
(1.11)
ou,
— Uca = {u € HY(Q) /u=1y sur 8UQ,}
— Ygy = {0 € Hyp(Q2) /on = fd sur 0;Q, diveo =0 pour z € Q}
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Dans le cas électrostatique ou élastostatique, les études précédentes [Koh84] [Bui93]
[Con95] ont montré que les champs solution statiquement et cinématiquement admis-
sibles sont indépendants. Ils peuvent donc étre calculés séparément et directement par
la résolution d’un probleme direct de Neumann et d’un autre de Dirichlet. Une stratégie
d’identification a été étudiée dans [Koh84] et reprise en mécanique dans [Con95]. Elle
consiste a calculer, pour un champ de module élastique E, les champs solution stati-
quement admissibles a partir du probleme direct de Neumann et les champs solution
cinématiquement admissibles partir du probleme direct de Dirichlet. Puis, a partir de
ces champs solution admissibles, la fonctionnelle de Kohn-Vogelius est estimée, puis
minimisée par rapport a [E.

Dans le cas dynamique, les champs solution dynamiquement et cinématiquement
admissibles ne sont plus indépendants puisque l’équations d’équilibre les couple. Il
existe dans ce cadre différentes propositions d’extension de la fonctionnelle énergétique.

Une extension “directe” des travaux de [Koh84] [Bui93] [Con95] au cas dynamique
transitoire est trouvée dans [Rot94] [Rot96] pour l'identification du module élastique
E a partir des résultats d'un essai aux barres d’Hopkinson horizontales et dans [Sat01]
pour l'identification du champ de module E d’un disque 2D a partir de mesures redon-
dantes a sa frontiere. Dans ce cas, le calcul inverse se divise en deux problemes directs
I'un de Neumann et 'autre de Dirichlet pour un champ de module élastique E. Un
écart entre ces champs solution directs obtenus, par exemple la fonctionnelle de Kohn-
Vogelius, est défini, puis minimisé par rapport aux parametres matériau afin de trouver
les parametres optimaux. Cependant, Feissel [Fei03], Allix & al [All03], en identifiant
le module d’Young d’une barre élastique, ont montré que cette méthode fonctionne
avec des mesures non perturbées ou faiblement perturbées mais qu’elle n’est plus va-
lide lorsque la perturbation des mesures est de l'ordre de 10%. En effet, la séparation
du probleme inverse en deux calculs directs peut paraitre arbitraire et ne respecte pas
strictement ’esprit des fonctionnelles énergétiques car les champs solution dynamique-
ment et cinématiquement admissibles sont couplés par I’'équation d’équilibre. De plus,
le fait de vérifier exactement les conditions aux limites dans ces deux calculs directs
et de minimiser directement 1’écart entre leurs deux champs solution empéche 1'utili-
sation d'une technique de régularisation, qui s’avere nécessaire dans le cas de données
perturbées.

Feissel [Fei03], Allix & al [All03], a partir des travaux en recalage des structures
[Lad83] [Lad94], ont donc proposé une extension de la méthode d’ERAC modifiée au cas
dynamique transitoire. Le probleme d’identification du module élastique s’écrit alors :
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Trouver les champs ODA, uCA et le module E minimisant :

J(opa,uca, E / / (c —Ee)E (o — Ee)dQdt+

/ [/ d(o.m, fd)ds+/ du(u,ad)ds] dt
0 0Qy 0y
sous les contraintes :

—pii+ div(oc) =0, Uy=o) = Uo, TUr=0) = Uo (1.12)

ot dg(a, fa) et dy(u, iig) représentent les distances de la solution aux mesures en effort
et en déplacement.

Les termes de distance de mesures jouent un role de régularisation qui est tres
important surtout dans le cas de mesures fortement perturbées. Feissel [Fei03] a montré
que la fonctionnelle avec termes de mesures (1.12) permet d’identifier le module E pour
des mesures perturbées a 40%. Cependant, sans termes de mesures, elle ne fonctionne
que pour des mesures perturbées jusqu’a 20% (méme si ce résultat est meilleur que
celui obtenu par la méthode de [Rot96] [Sat01]).

Une démarche similaire a 'ERAC modifiée est trouvée dans le travail de Orkisz et
Skrzat [Ork96] pour la reconstruction des champs de contraintes résiduelles a travers la
minimisation d’une fonctionnelle composée de deux termes, I'un représentant ’erreur de
mesures expérimentales et l'autre ’erreur du modele théorique. L’importance de tenir
compte de toute I'information expérimentale et théorique dans un seul calcul pour la
qualité de I'identification est également mise en avant dans l'article.

Remarques :

L’avantage des fonctionnelles énergétiques réside dans l'introduction d’une fonc-
tion cotit s’appuyant sur un contenu énergétique plus riche que les moindres carrés
directs. On s’attend donc a ce que la premiere présente moins de minima locaux
que la deuxieme, ce qui rend plus facile la minimisation. Parmi les fonctionnelles
proposées en dynamique transitoire, la fonctionnelle basée sur 'ERAC modifiée
[A1103] [Fei03] semble fournir des résultats d’identification du module élastique
les plus robustes vis-a-vis de fortes perturbations des mesures. En revanche, cette
fonctionnelle demande de résoudre un probleme de minimisation sous contraintes
et empéche 'utilisation directe d'un code de calcul existant pour le probleme di-
rect.

1.3.2 Techniques de régularisation

Lorsque le probleme inverse devient mal posé, ce qui est malheureusement souvent
le cas, il est nécessaire d’utiliser une technique pour rendre le probleme a nouveau
bien posé. De nombreux travaux existants cherchent a résoudre ce probleme dans tous
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les domaines : mathématique, mécanique, physique ... et peuvent se séparer en deux
grandes familles : les méthodes déterministes et les méthodes probabilistes. Les pre-
mieres, a notre connaissance, peuvent se regrouper en deux catégories : les méthodes
de quasi-réversibilité [Lio67] et les techniques de régularisation de Tikhonov [Tik77].
Les méthodes probabilistes, quant a elles, sont assez nombreuses, parmi lesquelles 1’ap-
proche la plus connue des filtres de Kalman [Kal60].

L’étude de ces méthodes et la possibilité de leur application a notre probleme sont
présentées dans la partie suivante.

1.3.2.1 Meéthode de quasi-réversibilité

La méthode de quasi-réversibilité (QR) est étudiée mathématiquement pour les
problemes de controle optimal de systemes gouvernés par des équations aux dérivées
partielles [Lio67] [Lio68]. A notre connaissance, la plupart de ses applications en méca-
nique a pour objectif de déterminer les conditions aux limites manquantes, par exemple
pour le probleme inverse du Laplacien [Bui93] [Bou05], ou de détecter les zones plas-
tiques dans une structure [Bou98|. Le point commun de ces problemes réside dans la
connaissance de conditions aux limites surabondantes (éventuellement perturbées) sur
une partie de la frontiere de la structure et également dans le manque de connaissance
sur les conditions aux limites sur le reste de la frontiere.

Considérons le probleme du Laplacien (1.9) présenté dans la section 1.3.1.2.11, dans
lequel les conditions aux limites en déplacement et leurs dérivées normales sont connues
sur la partie 0,2 de la frontiere et inconnues sur le reste 9,2 = 9N\ ;€.

L’idée de la méthode de quasi-réversibilité est de remplacer le probleme du Laplacien
avec I'opérateur d’ordre 2 Au par un autre avec un opérateur d’ordre 4 paramétré par
un petit parametre €, qui est bien posé au sens de Hadamard et qui donne la solution
ue dépendant du parametre e. Lorsque le domaine {2, tend vers €2, c¢’est-a-dire que €
tend vers 0, nous obtenons la solution du probleme du Laplacien u = w_.q).

Remarques :

L’utilisation de la méthode de QR peut étre envisagée dans notre contexte pour
identifier la zone de rupture d’une éprouvette. Cependant, pour un comportement
non linéaire, il est difficile de formuler le probleme sous la forme du Laplacien.
Ceci est également plus compliqué dans le cas de la dynamique transitoire. De
plus, dans le contexte de l'essai aux barres d’Hopkinson, les conditions aux li-
mites ne sont pas surabondantes sur toute la frontiere car sur la partie latérale
de I’éprouvette, nous n’avons que des conditions en effort : o.n = 0. Pour toutes
ces raisons, la méthode de QR n’est pas retenue pour la suite.

1.3.2.2 Meéthodes de régularisation de Tikhonov

L’idée de la méthode de régularisation de Tikhonov n’est pas de modifier 1égere-
ment 'opérateur pour trouver un probleme bien posé comme la méthode de QR, mais
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de stabiliser les solutions du probleme inverse régularisé vis-a-vis de faibles variations
des données. Cette méthode est proposée par Tikhonov [Tik77] dont I'idée de départ
est présentée dans la partie suivante.

I. Méthode de régularisation de Tikhonov classique

La méthode de régularisation de Tikhonov “classique” a initialement été proposée
pour les problemes inverses linéaires de type: A X = B
avec des connaissances a priori sur la solution : X ~ Xj.

La méthode de régularisation de Tikhonov consiste a chercher une solution faisant
un compromis entre la vérification du modele et la connaissance a prior: sur la solution.
Elle est définie comme 'intersection C' des deux convexes suivants :

C:{X(HAX—BH §61} N {X‘HX—XOH Seg} (1.13)

ot les coeficients €7, €; représentent les tolérances accordées a la solution X par rapport
au modele et a la connaissance a priori Xg.

Lorsque le domaine C' n’est pas vide, la solution régularisée au sens de Tikhonov
existe et il est facile de montrer qu’elle est la solution du probleme de minimisation
suivant avec o = €7 /€3 :

min J(X) = |AX — B|* + a|X — Xo|? (1.14)

Le parametre «, appelé parametre de régularisation de Tikhonov, représente le com-
promis entre I'exactitude vis-a-vis du modele et la proximité par rapport a la solution
donnée Xj. Le choix de ce parametre est assez délicat et dépend de la confiance ac-
cordée au modele ainsi que de la connaissance a priori sur la solution donnée. « petit
va rendre le probleme instable, alors que s’il est grand, la solution obtenue s’approche
de X mais vérifie moins le modele (mécanique). La solution régularisée au sens de
Tikhonov est donc paramétrée par le coefficient « :

X, =Xo— (AT A+ aly) AT (A X, — B) (1.15)

Une méthode usuelle pour choisir le parametre de régularisation optimal « est le
principe de sélection de Morozov (the discrepancy principle) [Bad91], qui consiste a
déterminer o a partir des connaissances a priori sur 'amplitude d’erreur du systeme
A X = B, notée 0 dans I’équation (1.16). En utilisant ce principe, le probleme inverse
(1.14) s’écrit comme deux problemes successifs :

X, =Argmin J(X) = |[AX — B||*> + a||X — X,|?
X

ax = {oz/|AX _B|= 5} (1.16)

Il a été démontré mathématiquement que ce principe converge toujours pour un
probléme inverse linéaire mal posé au sens de Hadamard [Bad91]. Des propositions
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d’amélioration de la vitesse de convergence peuvent étre trouvées dans I'ouvrage d’Engl
& al [Eng96].

D’autre part, le choix du type de terme de régularisation au sens de Tikhonov
est assez varié (sur X ou X ..) et fait Iobjet des travaux dans littérature [Tik77]
[Bad91] [Eng96]. Ce choix dépend du type de problemes traités, de connaissances a
priori possédées.

L’application de la technique de régularisation de Tikhonov est tres importante
en mécanique et a donné lieu a beaucoup de travaux. Citons ici quelques exemples :
I'identification de contraintes dans un structure élastoplastique a partir de mesures
(partielles) sur le champ de déplacement [And95] ou encore Iidentification des charge-
ments thermiques dans les zones inaccessibles a partir des mesures surabondantes sur
le reste de la frontiere [Con03].

Remarques :

Bien que la technique de régularisation de Tikhonov classique soit intéressante,
elle a besoin de connaissances a priori sur la perturbation des conditions aux li-
mites, qui est supposée difficile a connaitre dans notre contexte. Cette technique
n’est donc pas retenue pour ce travail.

I1I. Méthode de régularisation itérative de Tikhonov

Une version améliorée de la méthode de régularisation de Tikhonov “classique” a
été proposée dans la littérature [Eng96]. Elle consiste a mettre a jour les connaissances
sur la solution donnée du probleme inverse de facon itérative. Cette méthode est donc
appelée méthode de régularisation itérative de Tikhonov.

Nous reprenons le probleme inverse linéaire présenté ci-dessus (section 1.3.2.2.1.a).
L’application de la méthode de régularisation de Tikhonov “classique” conduit a la
minimisation de la fonction suivante :

min J(X) = |AX — B|* + a|X — Xo|? (1.17)

La méthode de régularisation itérative de Tikhonov cherche a résoudre successive-
ment le probleme (1.17) dans lequel, a chaque itération, la connaissance de la solution
donnée X, est mise a jour par la solution de l'itération précédente. Par exemple, a
I'itération ¢, le probleme de minimisation s’écrit :

min J(X") = |[AX = B|]> + o| X" — X712 (1.18)
Xz

Il a été démontré que la méthode converge lorsque le parametre o tend vers zéro
[Eng96]. Par contre, a notre connaissance, aucun résultat de convergence n’est établi
pour un « fixé.

De plus, afin de choisir le parametre de régularisation «, cette méthode a besoin
de connaissances a priori sur erreur de modele (A X — B), ce qui est équivalent a la
connaissance sur le niveau de perturbation de mesures dans notre probleme. Elle est
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donc difficile a appliquer dans notre contexte.

III. Méthode de régularisation évanescente

Un des inconvénients des méthodes de régularisation de Tikhonov est d’avoir besoin
de connaissances a priori sur la solution ou sur les perturbations des mesures, ce qui est
souvent délicat. La question se pose donc : “Est ce que I'idée de Tikhonov est utilisable
dans ce contexte ?”

Une réponse peut étre trouvée dans les travaux de Cimetiere & al [Cim00] [CimO01]
dans lesquels les auteurs ont proposé une méthode de régularisation évanescente pour
identifier les conditions aux limites manquantes sur la partie 05€) de la frontiere d’'un
domaine régi par les équations du probleme du Laplacien (1.9) présenté dans la section
1.3.1.2.11.

La méthode de régularisation évanescente est itérative. Elle consiste a chaque étape
a minimiser une fonctionnelle de type des moindres carrées régularisée par la distance
entre les solutions de cette étape et celles de 'étape précédente. A I'étape (i + 1), la

méthode cherche donc (ui“, 8“—“) tel que :

on
e B 203
avec :
J(U,;—Z) = /819 ((v — @ig)? + (% —71;1)2) ds+c /asz [(v —u')? + (% — 861;:)2] ds

i ou’
7 On

Cimetiere & al [Cim00] [Cim01] ont montré mathématiquement que le probleme
régularisé est bien posé et que la stratégie converge toujours. Le point tres intéressant
qu’il faut noter ici est que ce résultat de convergence est vrai pour toute valeur de ¢,

autrement dit, aucune information supplémentaire n’est nécessaire ici.

ol c est le parametre de régularisation et (u ) ont été calculés a I’étape 1.

Remarques :
Cette méthode présente une maniere intéressante de traiter les conditions aux
limites surabondantes et perturbées sans avoir besoin de connaissances a priori
sur la perturbation. Cependant, elle a toujours été appliquée en élastostatique
jusqu’a présent. Son extension et ses démonstrations mathématiques de conver-
gence dans le cas dynamique ou pour un comportement non linéaire n’ont pas
été étudiées.

1.3.2.3 Le filtre de Kalman

a. Présentation du filtre de Kalman
Le filtre de Kalman [Kal60] [Bry75] [And89] est une méthode classique dans le
domaine de ’automatique, ou le probleme est donc exprimé sous la forme d’un probleme
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de controle optimal régi par une équation d’état et une équation d’observation écrit ici

en temps discret :
Xiv1=9 (X )
{ Yy = C Xy (1.20)
avec,

— X, : le vecteur d’état a l'instant ¢, I'inconnue du probleme ;

— Y, : la mesure du systeme a l'instant <.

Avec une erreur du modele ou des perturbations des mesures Y, le probleme (1.20),
qui consiste a chercher le vecteur d’état X, est normalement un probleme mal posé.
L’idée du filtre de Kalman est de tenir compte directement des perturbations dans les
équations d’état et d’observation. Le systéme (1.20) devient donc :

Xi1 = g(Xi) +n!
{ Yiii=CXip + nZH (1.21)

ou, n, et n, représentent l'erreur sur le modele et sur 'observation Y.

En supposant que ces perturbations sont gaussiennes, centrées, blanches ou colorées,
le probleme consiste a chercher le vecteur X pour que la variance P = E(X X)) soit
minimale, avec X le vecteur vérifiant 1’équation déterministe : X;.; = g(X;).

Le filtre de Kalman peut étre interprété de fagon déterministe comme le probleme
de minimisation de la fonction aux moindres carrés suivante :

min /ii+1 %{ <X7;+1 — g(Xi)>V71 (XiJrl — g(X,-)) +

Xita (1.22)
+ (i = C X )W (Yis = € Xin) } dr

V., W sont les matrices de covariance des bruits n, et n,,. Il nous faut donc connaitre
a priori ces matrices afin d’appliquer le filtre de Kalman.

Le filtre de Kalman a initialement été établi dans le cadre des systemes linéaires
[Kal60] puis adapté pour des systémes non linéaires [Bry75] [And89]. Pour ces derniers,
différentes variantes ont été proposées, parmi lesquelles le filtre de Kalman étendu (Ex-
tended Kalman Filter, EKF) [Bry75] est souvent utilisé. Les détails de ces méthodes
se trouvent dans [Kal60] [Bry75] [And89] ou [dL96].

b. Application au probleme d’identification des parametres matériau

Afin d’appliquer le filtre de Kalman aux problemes d’identification, toutes leurs
équations doivent étre réécrites sous la forme classique (1.20) du controle optimal car
le filtre de Kalman ne reconstruit que le vecteur d’état. Les parametres recherchés sont
donc considérés comme une fonction du temps et ajoutés dans le vecteur d’état X. La
résolution du probleme ainsi formulé permettra d’obtenir les parametres a identifier.

Dans le domaine de la mécanique des structures, ’application du filtre de Kalman
est assez importante. Citons ici les travaux de Aoki & al [Aok98] pour l'identification
des parametres matériau élastoviscoplastique a partir des essais aux barres d’Hopkin-
son, de Massart [Mas05] pour I'optimisation des déformations différées du béton, ou
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de Corigliano et Mariani [Cor04] pour l'identification des parametres d'une loi de com-
portement matériau non linéaire. Cependant, ces travaux se placent dans le contexte
ou les matrices de covariance V',V sont connues a priori.

Remarques :

Le filtre de Kalman est une méthode probabiliste intéressante pour l'identifica-
tion a partir de mesures perturbées grace aux informations a priori sur I'erreur
de mesures expérimentales et de modele théorique. Cependant, dans le cas de nos
essais, ou les signaux entrant et sortant du systeme sont fortement perturbés et
ou aucune information a priori n’est connue, la méthode du filtre de Kalman ne
peut pas s’appliquer de facon optimale. Toutefois, elle a tout de méme été testée
pour l'identification du module d’élasticité (section 3.1.5) en supposant que les
niveaux de bruit sont connus, ce qui est possible ici grace a la fabrication numé-
rique du probleme direct. Cette méthode se montre dans ce cas moins robuste
que la méthode basée sur 'erreur en relation de comportement.

En dehors du filtre de Kalman, dans la catégorie des méthodes probabilistes, diffé-
rentes approches sont proposées [Tar05]. Cependant, elles s’appuient également sur des
informations a priori sur les perturbations de mesures qui sont supposées inconnues
dans notre contexte.

1.3.3 Choix de la méthode d’identification

Dans ce chapitre, différentes approches de résolution du probleme inverse et diffé-
rentes techniques de régularisation ont été présentées. Chacune d’entre elles possede
des avantages et des inconvénients.

Cependant, dans le contexte de ’essai des barres d’Hopkinson verticales, qui nous
intéresse, ou les mesures sont fortement corrompues et aucune information a priori
sur ces perturbations n’est connue, I'approche basée sur ’erreur en relation de compor-
tement [Lad83] semble la plus convenable dans le cas de Iélasticité et également dans
le cas non linéaire. Elle sera détaillée dans la suite.

1.4 Meéthode d’Erreur en Relation de Comporte-
ment modifiée

Le concept d’Erreur en Relation de Comportement (ERAC) est présenté pour la
premiere fois dans la these de Ladeveze [Lad75] dans 'objectif d’estimer la qualité de la
solution obtenue par une méthode Eléments Finis. Dans le domaine de la vérification, le
concept a été étendu aux matériaux dont le comportement est non linéaire et dépendant
du temps [Lad85] [Lad99b].

En parallele avec ces travaux, 'ERAC a été appliquée au recalage de structures en
vibration pour I’analyse modale, afin de corriger les masses et raideurs des modeles
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[Lad83]. Son idée est de séparer les relations théoriques et expérimentales en deux
groupes : le groupe fiable, qui se compose de I'équation d’équilibre; le groupe non
fiable, qui est constitué des relations de comportement et des mesures. Les mesures
sont considérées non fiables afin de tenir compte des perturbations des mesures de
I'essai, surtout dans le cas dynamique. C’est la raison pour laquelle cette méthode est
appelée méthode de 'ERAC modifiée.

Le premier groupe d’équations sera vérifié exactement, tandis que le deuxieme sera
vérifié au mieux. Le probleme a résoudre est donc de minimiser une fonction cout
formulée a partir du groupe non fiable en vérifiant le groupe fiable pour définir des
champs mécaniques admissibles et identifier le comportement matériau.

L’application de la méthode en recalage se trouve également dans [Lad94]. Elle
s’étend ensuite au recalage de 'amortissement et des non linéarités de structures ou des
parametres de liaison [Cho98]. L’étude de 'ERAC dans ces deux domaines a été étendue
récemment au cadre stochastique. Citons ici les travaux de Ladeveze, Deraemaeker &
al [Lad03a] [Der04] [Lad06] qui consistent a caractériser les inconnues du probleme par
des parametres probabilistes. Il faut noter également qu’il existe dans la littérature des
méthodes de recalage similaires a la méthode d’ERAC modifiée. Citons ici par exemple
les travaux de Golinval et Collignon [Gol96] ou de Moine, Billet et Aubry [Moi97].

En dehors de ces deux domaines, 'ERAC a également été appliquée en controle
actif des structures pour déterminer la position optimale des capteurs et des action-
neurs piézoélectriques dans une structure légere [For02] et en dynamique transitoire afin
d’identifier les parametres de la loi de comportement a partir des données de 1’essai
aux barres d’Hopkinson [A1l03] [Fei03] [All05a]. Cependant, ces travaux sont limités aux
temps d’étude courts et pour un matériau élastique. Cette these, en continuant ce tra-
vail, va étudier la méthode pour des temps d’étude quelconques et pour des matériaux
dont le comportement est non linéaire.

1.4.1 Formulation

Dans le cadre général de I'identification des parametres de la loi de comportement
pour le cas de la dynamique transitoire, différentes formulations du probleme d’identifi-
cation par 'ERAC modifiée sont possibles comme on le verra aux chapitres 4 et 5. Pour
faciliter la présentation de la méthode d’ERAC modifiée, dans ce premier chapitre, la
formulation suivante du probléeme est retenue :

Trouver les champs o, € et le(s) paramétre(s) p minimisant :

J(o,€,p) //Daededt+

1_T/ (/sz ds(o, fd)ds+/mu du(u, Tg)ds ) dt
sous les contraintes :

—pu + dZU(O') = O, U(t=0) = U0, u(t:(]) = ’llo (123)
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Parmi les termes de la fonction cout J(o,¢,p) :

— D(o,€,p) représente l'erreur en relation de comportement ou I'erreur de modele ;

— dy et d,, expriment 'erreur de mesures en effort et en déplacement. Typiquement,
elles sont prise comme suit :

{ df(Ua fd) = (Un - ];d)z

dy(u, i) = (u — g)*

Dans le probleme (1.23), le terme 1, avec le parametre  compris entre 0 a 1, joue
un role de pondération entre les deux termes de l'erreur. Pour de petites valeurs de
r, les distances aux mesures sont relachées, c’est-a-dire que la confiance porte sur le
modele. A l'inverse, si r est grand, on fait confiance aux mesures en relachant le modele.
Aux limites, si 7 = 0 ou r = 1, le probleme devient trivial, une infinité de solutions est
trouvée car toutes les entrées sont dans la fonction cott. Il faut donc choisir un poids
raisonnable pour bien identifier les parametres du modele.

Deraemacker & al [Der04] ont étudié I'influence du poids * choisi sur la qualité
du résultat de minimisation de la fonction cott en présence d’incertitudes de mesures
dans le probleme de recalage de masse et de raideur de structure en vibration. Dans ce
cas, une fois les termes adimensionnés et le niveau de perturbation de mesure inconnu,
le fait de choisir » = 0.5 donne une bonne insensibilité de la fonction cout J face aux
incertitudes de mesure.

En dynamique transitoire, Feissel, Allix, Nguyen [Fei05] et Feissel [Fei06] ont mon-
tré que le choix de » = 0.5 n’est pas forcément le meilleur pour identifier le module
d’élasticité. Leur proposition est de résoudre le probleme de minimisation de la fonc-
tionnelle d’ERAC modifiée pour un jeu de parametre p donné avec r = 0.5, puis grace
aux champs solution obtenus, minimiser une fonction cotit composée seulement de ’er-
reur de modele. Bien que ce choix soit intéressant, il rend complexe la résolution du
probleme d’identification. Dans 'objectif d’étudier la méthode pour des temps d’étude
quelconques et pour le comportement non linéaire, ce travail utilisera toujours » = 0.5.

1.4.2 Procédure de résolution

La minimisation de la fonction cotut J(o,e€,p) par rapport au(x) parametre(s) p
nous conduit a un probléeme de minimisation globale en temps et non linéaire sous
contraintes et ceci méme dans le cas élastique.

Comme ce qui a été fait dans le domaine du recalage [Lad94], [Cho98] ou dans 'iden-
tification du module élastique en dynamique transitoire [All03] [Fei03], nous proposons
donc de procéder de maniere intérative en deux étapes (figure 1.3).

La premiere consiste a résoudre le probleme pour un parametre p fixé, appelé le
probleme de base, puis la deuxieme évalue la fonction cott en fonction du parametre
matériau en vue de la minimiser.
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initialisation : p = p;

:

Etape 1: pourp=npg

Trouver o, € minimisant : J(o, €)

sous contraintes : f(o,¢) =0

O(p)s €(pr)

Etape 2 : estimer p

DPk41 = Dk + P dk(%)

Pr+1

Figure 1.3 — Procédure de résolution du probleme inverse formulé par la méthode
d’ERdC modifiée

32 These de doctorat - HM. NGUYEN



1.5. Outils d’optimisation utilisés pour la méthode d’ERAC modifiée

I. Résolution du probléeme de base pour un parametre p fixé :
Le probleme de base associé au probleme (1.23) s’écrit comme suit :

Trouver les champs o, u minimisant :

(o) = /OT/QD(U,E,p) det+1ir/0T (/mf d, (o, fd)der/aQu du, g)ds ) dt

sous les contraintes :
—pii+div(oc) =0, Uy=o) = Uo, TUr=0) = Uo (1.24)

Dans le cas élastique, le probleme devient un probleme d’optimisation quadratique
linéaire. La résolution de ce probleme permettra alors d’attaquer plus facilement le
probleme de minimisation non linéaire rencontré lors de l'identification des parametres
d’un comportement non linéaire par 'ERAC modifiée.

II. Estimation des parametres du matériau par I’évaluation de la fonction cotit
grace aux champs solution du probleme de base. Le probleme a résoudre consiste a
chercher un meilleur jeu de parametre(s) p :

d
Pk41 = P+ p-di; (#
P

) avec : g(p) = J(o(p), €(p), p) (1.25)

Appliquant la méthode de I’état adjoint [Con01] [Fei03], le gradient de la fonction
cotit par rapport au(x) parametre(s) matériau p peut étre calculé explicitement a partir
du champ solution du probleme de base.

1.5 Outils d’optimisation utilisés pour la méthode
d’ERdC modifiée

La résolution du probleme d’identification par la méthode d’ERAC nécessite donc
des méthodes de minimisation sous contraintes (pour le probleme de base) et sans
contrainte (pour I'étape d’identification des parametres matériau). Les méthodes d’op-
timisation sans et avec contraintes sont donc étudiées ci-apres.

1.5.1 Optimisation sans contrainte

La deuxieme étape de la stratégie d’identification basée sur 'ERAC modifiée consiste
a évaluer la fonction cout par rapport aux parametres matériau. Il s’agit alors d'un
probleme de minimisation sans contrainte, dans lequel seul le gradient de la fonction
cout est connu grace a la solution du probleme de base.

Ce type de probleme s’écrit simplement :

Trouver :  p,,; = Argmin J(p) (1.26)
P

These de doctorat - HM. NGUYEN 33



1. Quelques approches inverses et méthodes de traitement numérique

La résolution itérative de ce probleme peut étre résumée par les trois étapes sui-
vantes pour une itération typique k :

— recherche d’une direction de descente dy ;

— calcul d’'un pas de descente py selon la direction dy pour minimiser la fonction

J(pr + prdi) ;

— actualisation pour l'itération suivante : prr1 = pr + pr di.

La deuxieme étape est un probleme de minimisation unidimensionnelle, dont la
résolution peut simplement s’effectuer avec une technique de recherche linéaire avec un
critere d’Armijo [Cul94] [F1e87].

La premiere étape, quant a elle, fait 'objet de différents travaux dans la littérature.
Ces méthodes d’optimisation peuvent étre regroupées en deux grandes familles :

1.5.1.1 Méthodes basées sur le gradient

Ces méthodes cherchent a calculer les directions de descente a partir de gradient de
la fonction afin de la minimiser. Citons donc les méthodes suivantes :

a. Méthode de gradient a pas optimal

La direction de descente utilisée dans cette méthode est celle opposée au gradient
de la fonction : d, = VJ(py).

La convergence de cette méthode est rapide lorsqu’on est loin du minimum de la
fonction cotit. Par contre, elle est tres lente lorsqu’on s’approche du minimum car le
gradient devient petit dans cette zone.

b. Méthode de gradient conjugué

Cette méthode a initialement été proposée pour la minimisation d’une fonction cotit
quadratique, puis étendue a des fonctions quelconques [Cul94] [F1e87]. L’idée de cette
méthode réside dans la recherche de la direction de descente conjuguée a celles des
itérations précédentes, ce qui permet de conserver la vitesse de convergence dans la
zone proche du minimum.

Il existe différentes variantes des méthodes du gradient ci-dessus comme la méthode
de descente a pas fixe, dans laquelle la direction de descente est celle opposée du gradient
de la fonction et le pas de descente est choisi et fixé pour I'ensemble du processus de
minimisation.

1.5.1.2 Méthodes de Newton

Ces méthodes [Cul94] [F1e87] consistent a déterminer la direction et le pas de des-
cente pour que le gradient de la fonction approximée soit nul. Pour cela, il suffit d’ap-
proximer la fonction cott par son développement limité a 'ordre 2. La direction de
descente est donc calculée a I’aide du gradient et du hessien de la fonction.

Il existe des variantes de la méthode de Newton, qui cherchent a approximer le
hessien (ou son inverse) grace au gradient de la fonction. Il s’agit alors des méthodes
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appelées de quasi-Newton. Dans notre contexte, ou les hessiens ne sont pas connus, ces
méthodes semblent parfaitement adaptées.

La convergence de ce type de méthodes est rapide méme dans la zone proche du
minimum de la fonction. Cependant, elles demandent un hessien, ou son approximation,
défini positif, ce qui n’est pas nécessairement le cas dans les zones loin du minimum.

1.5.1.3 Choix de la méthode d’optimisation sans contrainte

Apres avoir discuté des avantages et des inconvénients des méthodes d’optimisation
sans contrainte, les deux méthodes suivantes peuvent étre utilisées dans notre contexte
afin de minimiser la fonction cout par rapport aux parametres matériau.

— laméthode de gradient a pas optimal dans la zone loin du minimum et la méthode

de quasi-Newton dans la zone proche du minimum ;

— la méthode de gradient conjugué.

1.5.2 Optimisation sous contraintes : quelques grandes ap-
proches

Le probleme formulé a partir de I’approche basée sur I’Erreur en Relation de Com-
portement [Lad83] [All03] [All05a] se trouve toujours sous la forme d'un probleme de
minimisation sous contraintes en dynamique, qui peut donc se ramener a un probleme
de controle optimal. La résolution de ce type de probleme est 1'objectif de tres nom-
breux travaux dans la littérature. Une présentation exhaustive de toutes ces méthodes
est donc difficile. Dans ce chapitre, seules des grandes méthodes et la possibilité de les
appliquer dans les deux contextes auxquels on s’intéresse, précisés ci-dessous, seront
considérées. Les cas étudiés sont :

- pour un matériau élastique :
Le probleme a résoudre est de minimiser une fonction cout quadratique sous des
contraintes linéaires et différentielles en temps.

T
1 1
Trouwver (u, y) minimisant : / / {5 uQu+ 5 yRy| dQdt
0 Jo

(1.27)

sous les contraintes : { u+Au+By—c=0

u(z,0) = ug

- pour un matériau dont le comportement est non linéaire :
Le probleme a résoudre est de minimiser une fonction cott non linéaire sous des
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contraintes non linéaires et différentielles en temps.

T
Trowver (u, y) minimisant : / / J(u,y) dQdt
o Jo

sous les contraintes : i+ g(u,y) =0 (1.28)
u(z,0) = ug

Le lien entre ces deux formulations et les problemes inverses traités par 'ERAC
modifiée sera précisé dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.

1.5.2.1 Extension de 'optimisation sans contrainte

I. Méthode de gradient projeté

La méthode de gradient projeté [Dos88| [Cul94] est une méthode itérative qui
consiste pour chaque itération a minimiser la fonction cout J(gq) avec ¢ une variable
globale en temps et en espace, puis de vérifier les contraintes. Le cas des contraintes
linéaires est d’abord étudié. Le probleme a résoudre s’écrit donc :

Trouver ¢ minimisant : J(q) sous les contraintes : Aq—b=10 (1.29)

Le probléeme est initialisé par un solution ¢q vérifiant les contraintes (Aq — b = 0),
par exemple : o = AT(AAT)" 1D

Supposons que la solution ¢, de l'itération k est connue, une “meilleure” solution
qrt1 tel que J(qry1) < J(gr) vérifiant les contraintes (A ¢ — b = 0) est donc cherchée.

Une méthode de descente en se basant sur le gradient de la fonction cout J(q) est
mise en ceuvre. Cependant, la direction de descente utilisée n’est pas 'opposée de la
direction tangente g, = —g—é comme dans le cas de la minimisation de la fonction J(q)

s ans contrainte. Elle est choisie comme la projection de g sur I’espace des contraintes :

ot P est un projecteur : P = Id — AT(AAT)™1A
L’avantage de cette direction dj, est lié au fait que la contrainte est toujours vérifiée :

Ady = —APg,=—A (m - AT(AAT)‘1A> g =0 (1.31)
La solution g, est donc calculée par :

Qrer1 = Qi + o dy, (1.32)

ou « est le pas de descente, qui est déterminé par une méthode de descente classique
comme descente a pas fixe, a pas optimal ou encore gradient conjugué ...
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Le calcul s’arréte lorsqu’on atteint le minimum de la fonction cott selon la direction
projetée.

a. Pour le probleme de minimisation sous contraintes linéaires :

Afin d’appliquer la méthode de gradient projeté au probléeme (1.27), le probleme est
écrit sous une forme globale en espace et en temps. Il est donc projeté dans un espace
Eléments Finis :

u(z,t) = S(x)U(t) et y(x,t) = P(z)Y(t)

En temps ou I'espace des contraintes est une fonction différentielle, il est nécessaire
d’écrire ces contraintes globalement en temps en utilisant un schéma d’intégration
d’ordre 1 comme Euler ou une méthode d’éléments finis temporels.

¢g=[Uh i Uy Yo .. Uy Yi]'

b. Pour le probleme de minimisation dans le cas non linéaires :

Les contraintes dans le cas (1.28) deviennent non linéaires et locales en espace.
L’écriture directe du probleme global en temps et en espace sous la forme (1.29) est
donc difficile. Il faut ainsi soit déterminer un projecteur sur l'espace des contraintes
non linéaires, soit linéariser ce probleme de minimisation pour trouver un probleme
similaire au cas linéaire ou la méthode des Eléments Finis et un schéma d’intégration
temporelle sont ensuite utilisés.

La premiere approche semble difficile en pratique surtout pour notre probleme non
linéaire par lequel I'espace et le temps sont couplés.

La deuxieme approche nous laisse penser aux méthodes incrémentales [Bat82] [Sim98]
ou a la méthode a grand incrément de temps (méthode LATIN) [Lad85] [Lad99a]. Les
méthodes incrémentales consistent a résoudre localement en temps le probleme, tan-
dis que la méthode de gradient projeté traite le probleme global en temps, elles sont
donc difficiles a utiliser dans ce cas. Pour la méthode LATIN, le probleme est traité
a chaque itération sur tout l'intervalle du temps d’étude ou 1'on va donc résoudre a
chaque itération un probleme de minimisation sous contraintes linéaires.

Remarques :

L’avantage de la méthode de gradient projeté est de ne pas augmenter la taille de
I’espace des inconnues car il n’est pas nécessaire d’introduire des multiplicateurs
de Lagrange pour chaque contrainte.

Cependant, elle traite le probleme globalement en temps ce qui peut en rendre
délicate.

II. Méthode de pénalisation
Les résultats mathématiques de la méthode de pénalisation [Cul94] [F1e87] sont
initialement établis pour un probleme statique, c’est-a-dire, le probleme de la forme
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suivante :
T
Trowver (u, y) minimisant : / / J(u,y)dQ2dt (1.33)
0 Ja
sous les contraintes : g(u,y) =0

La méthode de pénalisation [Cul94] [F1e87] consiste a remplacer le probleme de mi-
nimisation sous contraintes (1.33) par un probleme de minimisation sans contraintes :

T
1

Trouver (u, y) minimisant : / / {J(u,y) + - F(g(u,y))| dQdt  (1.34)
0o Jo €

ou,
1
- -F (g(u, y)) est le terme de pénalisation ;
€

— F(g(u,y)) = 0si et seulement si : g(u,y) = 0.

Dans [Cul94] [F1e87], les auteurs ont montré que :
— le probleme (1.34) admet une solution (u.,y.) bornée si 'espace des contraintes
g(u,y) = 0 est convexe et fermé;
— la solution (u.,y.) converge vers (u,y) lorsque e tend vers 0.
L’application de cette méthode pour la résolution du probleme inverse se trouve
par exemple dans le travail de Pang et Tin-Loi [Pan01] afin d’identifier les parametres
d'un modele élastoplastique.

Remarques :

La méthode de pénalisation a I’avantage de ne pas augmenter la taille de 'espace
des inconnues comme la méthode de gradient projeté et la solution approchée
(e, ye) existe toujours.

Cependant, rien dans la théorie ne nous permet de savoir a priori la valeur de
€ nécessaire pour obtenir une précision souhaitée de la solution. De plus, le fait
d’utiliser € petit risque de mener a des difficultés numériques. C’est la raison pour
laquelle la méthode de pénalisation n’est pas étudiée par la suite.

1.5.2.2 Meéthodes duales - introduction d’un Lagrangien

1. Méthode de Lagrangien
Cette méthode se base sur la recherche du point selle du lagrangien associé au pro-
bleme d’optimisation sous contraintes. Le probleme (1.27) ou (1.28) est alors équivalent
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au probleme :

Trouver u*,y*, \* tel que :
(u*,y*) = Argmin L(u, y, \*)

Y
A" = Argmax L(u”™, y", \) (1.35)
A

avec, L(u,y,\) = /OT/Q [J(u,y) + M (0 + g(u,y)) | dQdt

Afin de résoudre le probleme (1.35), la méthode de calcul des variations est utilisée
en considérant que les variables u,y, A sont indépendantes.

T T T T
5L(u,y,/\):0: / /(5uT y + @ A det+/ /5UT/\det
0 QO 8U 8U 0 QO
T T T
+/ /6yT (a—‘]) +<@> A dQdt
0o Ja dy dy

+/OT/05AT [+ g(u,y)] dQ dt

En utilisant I'intégration par partie,
T T ' .
/ SutAdt = —/ Sul \dt + [(MT)\}O
0 0
le systeme d’équations obtenu a chaque instant ¢ € [0, 7] a pour I'expression :
AN A
A (22) +(52) A=0 vzen
ou ou

o1\, (0
dy

—|—(—> A =0 Ve ou y=ArgminlL
)
[ v+ g(u,y) =0 Ve

(

(1.36)
dy

avec des conditions aux limites en temps :

LDt

Le systeme (1.36) est un systeme d’équations directes et adjointes couplées avec des
conditions initiales en u et des conditions finales en A. Etant appelé “probleme avec
des conditions aux limites aux deux bouts” ou “two point boundary value problem” en
anglais, ce probleme est le sujet de nombreux travaux qui peuvent étre regroupés en
deux grandes familles de méthodes :
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a. Traitement séparé ou successif des problemes direct et adjoint

Cette méthode, qui consiste a traiter itérativement le probleme, s’appuie sur ’al-
gorithme suivant :

+ L’initialisation s’effectue par une loi y(t) = yo.

+ A Détape k, le champ v, (t) est connu. Le champ uz(t) est déterminé & 'aide de
I’équation directe et de la condition initiale en temps :

i+ g(u,y) =0 avec: u(0) = ug (1.37)

+ L’équation adjointe est ensuite résolue de fagon rétrograde en temps avec la
condition finale en temps afin d’obtenir Ag(t) :

(0" (og\"
-+ (%> + (%) =0 avec : A(T) =0 (1.38)

+ Une méthode de descente pour le lagrangien associé L en fonction de y (y =
Argmin,, L) comme la méthode de gradient a pas optimal, de gradient conjugué [Las67]
ou une méthode de Newton [Cul94] [Bry75] est enfin utilisée pour trouver un yx1 (%)
“meilleur” que yi(t). Comme dans le cas de 'optimisation sans contrainte, la méthode
de gradient converge rapidement lorsqu’on est loin de la solution et lentement lorsqu’on
s’approche de la solution. Par contre, la méthode de Newton converge mieux dans la
zone a proximité de la solution mais elle risque de mener a un point singulier lorsqu’elle
est appliquée loin de la solution, la ou le Hessien n’est pas défini positif. La méthode
de gradient conjugué ou une combinaison de la méthode de gradient a pas fixe avec
la méthode de quasi-newton semblent les meilleures approches dans ce cas. Des études
détaillées de ces méthodes avec des exemples pour des problemes de controle optimal
se trouvent dans l'article de Lasdon & al [Las67] ou dans I'ouvrage de Bryson and Ho
[Bry75].

En mécanique, ce type de méthodes est utilisé afin d’identifier des parametres ma-
tériau viscoplastique a partir d'un essai d’indentation qui est un essai de contact en
quasi statique. Citons ici le travail de Constantinescu et Tardieu [Con01]. Les auteurs
ont résolu successivement les problemes direct et adjoint afin de calculer le gradient de
la fonction cout en fonction du parametre matériau.

La résolution itérative de ces deux problemes permet d’utiliser les méthodes incré-
mentales pour 'identification dans le cas de I’élasticité, de comportements non linéaires,
en statique ou en dynamique.

Nous avons donc appliqué cette méthode a la résolution du probleme d’identifi-
cation formulé par 'ERAC modifiée dans le cas de 1’élasticité. Cependant, le résultat
obtenu (section 2.3.2.2) montre que cet algorithme diverge apreés quelques itérations
car certaines solutions en u et A du systéme d’équations homogenes associé a (1.36)
ont des formes exponentielles croissantes, ainsi une petite erreur de la premiere solution
va créer des grandes erreurs apres une itération et la stratégie itérative diverge donc
rapidement. C’est pourquoi, cette famille de méthodes n’est pas étudiée dans le cas non
linéaire.
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b. Traitement paralléle des problemes direct et adjoint
bl. Pour le probleme de minimisation sous contraintes linéaires :
Le systeme (1.36) s’écrit alors sous la forme issus de (1.27) pour chaque point dans
I'espace x € 2 :
A+ Qu+ATXA=0
Ry+B'A=0 (1.39)
t+Au+By—C=0

avec des conditions aux limites en temps :

{ﬁ?%i?

Ce probleme est toujours un probleme d’équations directes et adjointes couplées
mais il est linéaire. Différentes méthodes pour le résoudre sont étudiées en détail dans
les chapitres 2 et 3.

b2. Pour le probleme de minimisation dans le cas non linéaires :

Le systeme d’équations (1.36) est alors non linéaire, ce qui amplifie la difficulté
du traitement parallele du probleme direct et adjoint [Bry75] [Ngu06]. Sa résolution
est une partie principale de cette these avec le développement d’une méthode itérative
issue de l'idée de la méthode LATIN [Lad99al, qui consiste a linéariser le probleme sur
tout le temps d’étude et qui est développée dans les chapitres 4 et 5.

Remarques :
La méthode de Lagrangien a l'inconvénient d’ajouter des multiplicateurs de La-
grange A a ’espace des inconnues, ce qui va conduire a une augmentation du cott
de calcul et des mémoires occupées.
Cependant, elle nous permet de traiter localement en temps des problemes de
controle optimal car leur représentation globale sur le temps n’est pas toujours
évidente.

II. Méthode de Lagrangien augmenté

La méthode de Lagrangien augmenté [Pic98| [Cul94] est une combinaison de la mé-
thode de Lagrangien et de la méthode de pénalisation afin d’assurer la différentiabilité
du lagrangien associé. Le systeme d’équation s’écrit alors :

T
. .
LN = [ [ o)+ 37 @ gum) + 5 ik ot 2] an
0
A" = Argmax L(\, u*, y")
A
u*,y" = Argmin L(\*, u, y)

u’y

(1.40)
ou € est un coefficient pondérant le terme de pénalisation.
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La condition de stationnarité du lagrangien nous donne :

SL(u,y,\) = 0 A?A&F[G%)T+(%DT<X+EM+QWW»HdQﬁ
+/T/5yT [(a—‘]>T+ (%)T (A+1(u+g(u,y)))] dQ) dt

//5u )\—l— (u—irg(uy)))det

/ /(»T i+ g(u, y))det

L’intégration par partie est ensuite utilisée afin d’éliminer la partie 607
T T
1 o1 dg dg
i |\ = (i -+ glu,y))|dt = —/5T(>\+—"+—'+—'>dt
/ U ; (4 +g(u,y)) i u ; (0 Bt 8yy)

0 X .
+ {5UT(>\ + - (u+ g(u,y)))}
0
Le systeme d’équations obtenu est différentiel d’ordre 2 et la vitesse a I'instant final
u(T') apparait comme une inconnue du probleme. Le probleme devient compliqué méme
dans le cas d’élasticité.

Remarques :

La méthode de Lagrangien augmenté a tous les avantages et inconvénients de la
méthode de Lagrangien. De plus, elle rend le probleme toujours différentiable et
elle peut accélérer la résolution en forcant la solution initiale pres de la solution
du probleme.

Cependant, le fait que le Lagrangien associé de notre probleme soit souvent dif-
férentiable et la difficulté de résolution des équations obtenues citée ci-dessus ne
nous encouragent pas a étudier cette méthode.

III. Méthode de Lagrange Newton

La méthode de Lagrange Newton (ou programmation quadratique séquentielle ou
sequential quadratic programming (SQP) en anglais) [F1e87] a pour but de linéariser le
probleme de minimisation sous contraintes non linéaire. Elle est bien adaptée pour les
problemes du type :

Trowver ¢ minimisant : J(q) sous les contraintes : g(q) =0 (1.41)

Le Lagrangien associé au probleme (1.41) s’écrit alors :

L(g,\) = J(q) + X" g(q) (1.42)
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Son développement a l'ordre 2 au voisinage de point (¢*, \*) devient donc :

L) = Ll + ()" B gy P
—l—% (g—an)" %{w (g—aqr)+ (g —aqr)" % (A —X\p)
= Llgr, M) + (g —a)" (8g§k) + Ak 89{;3“) + (A=) g(a)
2 THIA () g g 28 ) -
1.43

La condition d’optimalité du lagrangien (§L = 0) nous donne un systeme d’équa-
tions :

9(qr) '
g(qr) + 94 (¢ —qx) =0

En notant 6 = (¢ — qx), ce systeme est équivalent au probléme de minimisation sous
contraintes linéaires :

2Lqr, A
Trouver 6 minimisant : 5t 07 (ar) + 67 0" L(ar, M) J (1.45)
q 0q?
sous les contraintes :  g(qx) + %gk) =0

Le probleme (1.45) peut étre résolu par la méthode de gradient projeté ou des mé-
thodes itératives spécifiques comme les méthodes d’Usawa ou d’Arrow-Hurwicz [Cul94].

Dans certains cas ou le Lagrangien L(x,\) est une fonction singuliere, le calcul
du Hessien exact % est impossible. Différents auteurs ont étudié des méthodes
de quasi-Newton ou de régions de confiance afin d’avoir des moyens robustes pour
traiter le probleme de minimisation sous contraintes non linéaires algébriques. Une
étude détaillée de 'application de ces méthodes dans ce cas se trouve dans 1'ouvrage
de Fletcher [F1e87].

Pour un probleme avec des contraintes différentielles tel que le probleme de controle
optimal thermique, Gill & al [Gil00] ont proposé d’écrire d’abord le probleme global en
espace par la méthode des différences finies, puis d'utiliser un schéma d’intégration pour
discrétiser les contraintes différentielles. Le probleme de minimisation sous contraintes
non linéaires obtenu est ensuite traité par la méthode SQP.

Cependant, le fait d’écrire le probleme global en espace et en temps est difficile pour
les problemes non linéaires en espace et en temps comme le notre, ¢’est pourquoi la
méthode SQP n’est pas utilisée dans le cadre de cette these.
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1.5.2.3 Formulation Hamiltonienne - Principe de maximum de Pontryagui

La résolution du probleme (1.28) peut passer par le principe de maximum de Pon-
tryagui qui est un équivalent du calcul de variations [Cul94]. D’abord, une fonction de
Pontryagui, qui est appelée souvent I'extension Hamiltonienne ou simplement Hamil-
tonien, est introduite :

H(u,y, A / / J(u,y) + A g(u,y)| dQdt (1.46)

Le principe de maximum de Pontryagui montre que la solution du probleme (1.28)
est la solution du systeme suivant :

ei—0

' on

i=2 (1.47)
A=

avec des conditions aux limites en temps :
u(z,0) = ug
Mz, T)=0
Le systeme (1.47) est tout a fait équivalent au systeme d’équation (1.36) qui est la
formulation lagrangienne du principe de maximum.
Dans le cadre de ce travail, la formulation lagrangienne est préférée car elle peut

s’écrire pour d’autres problemes comme la minimisation sous des contraintes d’inégalité
ou différentielles d’ordre 2.

1.5.2.4 Programmation dynamique

La programmation dynamique [dL96] [Cul94] est bien adaptée a 1'optimisation sé-
quentielle, c’est-a-dire, pour des problemes de minimisation d’une fonction cout sé-
parable en temps. Pour illustrer 'idée de la méthode, dans un premier temps, son
application au probleme en temps discret est présentée :

Trowver : I(ug min J(u 1.48
(i) =, i 1 2 Z or (1.48)
sous les contraintes : { Uer) = g(u(t), y(t))
U(O) = Ug

La programmation dynamique est basée sur le principe d’optimalité de Bellman
[Bel65] qui consiste a dire que si yz‘o), ...,yz‘t),...,yz}) sont les solutions du probleme
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(1.48) , Yiy -+ Y() sont également les solutions du probléme suivant :

Trouver : I u* = min E J(ur 1.49
( (t Y(yreo¥(r) < )Y ( )
sous les contraintes : { U(7+1_) —*g( ) Yi)
U(r) = Ur)

Ce principe nous permet de séparer la minimisation (1.48) en 7" problemes de mi-
nimisation successifs en opérant de facon rétrograde en temps.

Par exemple, lorsque yzkt), ey yE‘T) sont connues, la recherche de la solution yzkt_l) est
effectuée comme suit :

I = I(u' = min J(u(r 7)
(-1 = L(ug;_1) e W) Z (m)> ¥(r)
T
= zf(nm) J(u@-1y, Ye-1)) + Z S (u(r), Y(r))
t—1
T=t1
:yr(nln) J(u@—1y, Ye-1) +ZJ U(r); Y(r))
t—1
T=t
= min J(u@-1), Y-1)) + ](u?t)>
Yi—1)

En remarquant que uz‘t) = g(w-1),Y—1)), le probleme revient a minimiser la fonc-
tion cotit en fonction du y;—1). Ceci va nous donner la relation analytique entre yzktfl)
et u(t - Le minimum I(;_;) n’est donc exprimé qu’en fonction de u(t -

En résumé, la programmation dynamique se compose de deux étapes :

- Etape de descente :

on résout 1" problemes de minimisation de 'instant final a I'instant initial afin de
trouver la relation de récurrence entre yz‘t) et uf; qui minimise la fonction cott
J(u@y, yw))- Le minimum /() s’exprime donc en fonction de Uufy.-

- Etape de montée :

a partir de la condition initiale en temps u’(“o) = g, les solutions u*,y* du pro-
bleme sont déterminées pour tout 'intervalle de temps d’étude.

a. Pour le probleme de minimisation sous contraintes linéaires :

Dans ce cas, la contrainte s’écrit :  upq1) = Aup) + By

La relation de récurrence entre yp, et uf, est toujours linéaire. Le minimum I (uf;))
peut donc toujours s’écrire sous la forme : [ (ua), t) = ufy Brug,

Les matrices P, et P, sont liées dans ce cas par une equatlon de Riccati en temps
discret. Ceci montre que pour le probleme linéaire quadratique, les trois méthodes :
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la méthode de Lagrangien, la formulation Hamiltonnienne et la programmation dyna-
mique sont équivalentes.

b. Pour le probleme de minimisation dans le cas non linéaire :

Dans le cas non linéaire de minimisation, nous devons résoudre une équation non
linéaire a chaque piquet de temps pour trouver une relation analytique de y*(t) en
fonction de u*(t). Cette relation analytique est difficile a trouver et de temps en temps
compliquée car elle n’est pas une forme harmonique.

Remarques :
La programmation dynamique en général s’applique a des problemes d’optimisa-
tion séquentielle pour des contraintes linéaires. Elle est adaptée aux problemes
de petite taille en raison du cout de calcul et de mémoire occupée.

Dans le cas d’un probléme continu en temps, il faut le discrétiser par le schéma
d’Euler explicite afin de trouver la forme (1.48). Ceci pose la question de la
qualité des résultats. Différents auteurs ont étudié cette approche et proposé des
améliorations de la précision de la méthode soit en considérant le probleme en
temps continu [dL96] [Cul94] soit par I'utilisation d’un schéma d’ordre plus élevé
pour les contraintes [Nor04].

Cependant, les autres inconvénients de la programmation dynamique rendent la
méthode difficile d’emploi dans notre contexte.

1.5.2.5 Choix de la méthode d’optimisation sous contraintes

Parmi les méthodes de la minimisation avec contraintes étudiées, la méthode de La-
grangien (ou méthode de I’état adjoint) semble la plus intéressante dans notre contexte.
Cependant, dans le cas de I'identification des parametres de lois de comportement non
linéaires, le probleme a résoudre devient un probleme d’optimisation sous contraintes
non linéaires en dynamique. Il nous faut donc utiliser non seulement la méthode de
I’état adjoint mais également une stratégie de résolution afin de linéariser le probleme
en temps.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le contexte du probleme traité ainsi que des méthodes inverses
pour le résoudre sont d’abord présentés. Le choix de la méthode d’identification se
tente vers 'approche basée sur le concept d’Erreur en Relation de Comportement, ce
qui pose des problemes de minimisation avec et sans contraintes. Différentes méthodes
d’optimisation sont donc résumées dans un second temps. Nous retenons la méthode
de Lagrangien pour l'optimisation avec contraintes et une combinaison de la méthode
de gradient a pas optimal avec la méthode quasi Newton ou la méthode de gradient
conjugué pour l'optimisation sans contrainte.
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1.6. Conclusion

La premiere application de 'ERAC a 'identification en dynamique transitoire sera
rappelée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE
Acquis de
I’identification par
PERAC modifiée

Dans ce chapitre, la premiere application de I’ERAC modifiée pour
Uidentification en dynamique transitoire est rappelée [Fei03] [All03].
Sa formulation et les difficultés de résolution associées sont présen-
tées. Enfin, des méthodes de traitement numeérique sont résumées afin
de situer le travail précédent et d’estimer la possibilité de [’extension
au cas non linéaire.
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2. Acquis de l'identification par 'ERAC modifiée

La méthode d’identification basée sur I’'Erreur en Relation de Comportement modi-
fiée a partir de conditions aux limites fortement perturbées a tout d’abord été étudiée
dans le cas d'un matériau élastique. Le travail a été initié dans la these de Feissel
[Fei03] dans laquelle différentes formulations et méthodes de résolution du probleme
sont considérées. Les résultats obtenus montrent que la stratégie d’identification propo-
sée semble robuste face aux perturbations de mesures. Cependant, le travail de [Fei03]
[A1I03] n’est valable que pour des temps d’étude courts ou pour des temps d’étude
suffisamment longs en élasticité a cause des problemes d’instabilité du traitement nu-
mérique. De plus, son extension au cas non linéaire semble difficile.

Ces formulations et ces méthodes de résolution du probleme sont résumées dans ce
chapitre avant de proposer des stratégies de résolution robustes dans le cas linéaire et
non linéaire dans les chapitres suivants.

2.1 Probleme d’identification du matériau élastique

Le probleme inverse pour cette partie se place dans le contexte de I'identification du
module d’élasticité d’une poutre élastique linéaire a partir des conditions aux limites
en effort et en déplacement sur un intervalle de temps [0, 7] (figure 2.1).

~e ~s
Ud ‘ ud

E?
e B
fd fq

Figure 2.1 — Probleme d’identification dans le cas 1D en élasticité

avec,
— FE : le module d’élasticité de la poutre;
~ Uqg : les conditions aux limites en déplacement ;

— fa : les conditions aux limites en effort.
Les équations régissant le systeme sont :

Equation d’équilibre : pi—o,=0 Vze€l|0,L]

Relation de comportement : o = Fu,

Conditions initiales : u(z,0) = ug, u(x,0) =g

Conditions aux limites : w(0,t) = g, 0(0,t)S = fou & x=0

w(L,t) =tpq, o(L,t)S=frqa ax=1L

Afin de créer les mesures expérimentales, un premier calcul est effectué avec le
module d’élasticité de référence Fy. Pour cela, le calcul décrit dans la figure 2.2 est
considéré et résolu en utilisant la méthode des éléments finis avec un schéma explicite.
Les efforts et les déplacements obtenus aux deux extrémités de la poutre sont ensuite
utilisés comme conditions aux limites du probleme d’identification.

Pour tester la robustesse de la méthode d’identification, une perturbation sur les
conditions aux limites en efforts et en vitesse peut étre ajoutée.
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2.2. Résolution du probleme inverse par 'ERAC modifiée

% Eqy }—F> ‘“ t

Figure 2.2 — Essai numérique dans le cas 1D en élasticité

2.2 Résolution du probleme inverse par ’ERdC mo-
difiée

En appliquant le concept d’Erreur en Relation de Comportement [Lad83] pour
formuler le probleme inverse, les équations du probleme sont d’abord divisées en deux
groupes :

Fiable Non fiable

Equilibre : —pii+ div(ec) = 0 | Relation de comportement : o= FEe

Conditions initiales :  wu(z,0) = ug Conditions aux limites : g et fy
a(z,0) = 1

Tableau 2.1 — Relations fiables et non fiables dans le cas de 1’élasticité linéaire

Le probleme inverse est donc formulé de la maniere suivante :

Trouver les champs u, o, ug, fq et le module E minimisant :
L
/ / Dio, e(u), B)dw + 2| (fa— F?|, + 5| (wa— 7| } at
sous les contraintes :
u € L{Ad(ud), s DAd(fd,u) (2.1)

ol les espaces introduits sont définis par :
— Ung(uqg) = {u € HY(Q)/u=wuy surx € {0,L} et ulimo = up, Ulmo = uo};
on dira encore que u est CA, c’est-a-dire Cinématiquement Admissible ;
— Daalfa,u) = {0 € Huyi(Q)/on=fg sur x € {0,L}, pi—div(c)=0sur x €

[0, L]} ; on dira encore que o est DA, c’est-a-dire Dynamiquement Admissible ;
avec,
— D(0,€e(u), E) : Perreur de modele ou 'erreur en relation de comportement, dans
[Fei03] [All03] I'erreur de Legendre - Fenchel a été prise;
— ug et fy : les conditions aux limites reconstruites en déplacement et en effort en
r=0et x=1L;
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2. Acquis de l'identification par 'ERAC modifiée

— « et § : les coefficients pondérant les termes d’erreur de mesures par rapport a
Ierreur de modele ;

— pour tout f : )f)OL = f(0) + f(L).

Le processus de minimisation de la fonction cotit ci-dessus se divise en deux étapes :
— résolution du probleme de base avec un module E fixé;
— ¢évaluation de la fonction colt grace aux champs solution du probleme de base
afin d’identifier le module FE.
La grande difficulté de la minimisation réside dans la résolution du probleme de
base méme dans le cas de 'élasticité linéaire. Dans la section 2.3, cette difficulté ainsi
que des méthodes de résolution proposées dans [Fei03] seront présentées.

2.3 Méthodes de résolution du probleme de base

Le probleme de base dans le cas de I’élasticité linéaire s’écrit alors :

Trouver les champs u, o, ug, fq minimisant :
g b1 1 2 a ~elF B ~ \o|F

J(u, 0, ua, f2) :/ / SE o = B du+ S |(fa— Jo?| + 5| (ua—a)?| et
0 0 2 2 o 2 0

sous les contraintes :

—pi+div(c) =0, u(x,0)=uy, u(x,0)=r1m (2.2)

Le probleme (2.2) est ensuite projeté dans un espace Eléments Finis classique ou le
champ de déplacement est écrit :

{ u(z) = [®(x)]U(t)
e (u(z)) = [B(x)]U(t)
ou,
— U est le vecteur des degrés de liberté du champ de déplacement u ;
— [®(z)] est la matrice des fonctions de forme;
En posant V' le vecteur des degrés de liberté du champ de déplacement v tel que
o = E¢(v), le probleme de base dans un espace EF devient donc :

Trouver les champs U,V, F minimisant :

J(U,V,F) = /T [%(U ~VTK(WU -V) + %(HU —Uy)? + g(HF — Fy)?| dt

sous les contraintes :

MU+KV=F U0 =U, U(®0) ="U, (2.3)
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2.3. Méthodes de résolution du probleme de base

ou les notations suivantes sont utilisées :

(] = [ e plaw]ar T [2]
1) = [ (B EBE) 4, Fa= |10 2.4)
=[5

Le probleme (2.3) est ensuite écrit sous la forme d'un probleme du premier ordre
appelé modele d’état :

Trouver les champs q,e minimisant :
™ 1 ~ ~
J(q,e) = / [ﬁeTRe—i-Q(Cq—Ud)TQ(Cq—Ud)] dt
0
sous les contraintes : _
Gg=Aq+ Ge+ BF;, q(0)=qo (2.5)
ou,
(U | V=U
= lu| “Tlur - Rl
0 Id 0
A=1_y1K5 ol B=| el C¢=1[T 0],
- 0 0 | K 0 B T
| ¢~ [—M‘lK M‘lﬂT]’ = {o @HHT]’ Q= [o1II"]

Le probleme (2.5) est un probleme de minimisation d'une fonction cott quadra-
tique sous contraintes linéaires, appelé probléme quadratique linéaire, ce qui a
fait 'objet de nombreuses études dans la littérature [Bry75] [And89] [Cul94].

En introduisant un multiplicateur de Lagrange, le probleme (2.5) devient la re-
cherche du point selle de la fonctionnelle L :

T ~ ~ ~
L(g,e,A) = / [leTRe - 1(Cq —U)"Q(Cq — Uy) + A" (§ — Aq — Ge — BFy)|dt
0

2 2
L’expression de la stationnarité de L (§L = 0) permet d’aboutir au systeme suivant :
e=R1IGTA
4= Aq+ Ge+ BEy (2.6)

A=CTQCq— ATA — CTQU,
avec les conditions initiales et finales :

{ Q(O) ={qo
A(T) =0
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Le systeme d’équations obtenu s’écrit donc :

= Agq+GR'GTA + BF, B avec - { q(0) = qo (2.7)
A=CTQCq— ATA — CTQU, AT)=0
Le systeme d’équations (2.7) se compose d'une équation directe couplée avec une
équation rétrograde. Ce couplage empéeche 'application directe des méthodes de réso-
lution incrémentale “classique”. Différentes méthodes spécifiques sont donc proposées
dans la these de Feissel [Fei03]. Elles peuvent étre regroupées en deux grandes familles :
— les méthodes de résolution globales en temps, qui cherchent a exprimer le sys-
teme d’équations (2.7) sur tout le temps d’étude comme une forme linéaire et
globale en temps afin de tenir compte des conditions initiales et finales;
— les méthodes de résolution locales en temps, qui cherchent a résoudre les équa-
tions (2.7) de fagon locale en temps en utilisant des schémas d’intégration numé-
rique.

2.3.1 Meéthodes de résolutions globales en temps

Afin de présenter I'idée des méthodes de résolution globales en temps, le systeme
d’équations (2.7) est d’abord réécrit sous une forme simple :

X=HX+S (2.8)
en posant :
v_la] g_[ A GR'G" o_ BF,
- Al - CTQC —AT ) - _CTQ[“jd

Les méthodes globales en temps consistent a transformer 1’équation différentielle
(2.8) en une forme discrete en temps assemblée sur 'ensemble de I'intervalle d’étude.
Ainsi les conditions aux limites en temps peuvent étre prises en compte lors de la
résolution.

2.3.1.1 Meéthode des éléments finis temporels

Cette méthode cherche a appliquer 'idée de la méthode des Eléments Finis appli-
quée a un domaine temporel afin d’exprimer 'équation (2.8) sous forme discrete. De
maniere similaire a ce qui se passe dans l'espace avec la méthode des EF, I’équation
(2.8) est multipliée par un champ virtuel en temps X* et intégrée sur le temps pour en
obtenir la forme faible :

/T(X—HX—S> X*dt=0 VX (2.9)
0
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2.3. Méthodes de résolution du probleme de base

Ensuite, une interpolation des variables X et X* entre deux piquets de temps t1, to
est définie. Ici, I'interpolation linéaire est utilisée :

t—t t—t
X=X (1- X 2.10
1( tg—tl) * Q(tQ—tl) (2.10)

L’équation (2.9) s’exprime donc en fonction des variables aux piquets de temps :

t2

) (X-HX-S) X*di

XY (L o] [ X +g 2H H | | X, _g 2Id Id | |S; _0
O Xs\2 |- 1] | X 6 | H 2H| |X; 6 |Id 2Id| |Ss|/)
L’équation s’écrit alors :

X7 X XY Sh

o[- [ e s

1 [—]d Id} At {QH H] R A [QId Id}

avec,

De:i I, I 6 | H 2H ~ 6 | I1d 2Id

[’assemblage de toutes les matrices élémentaires en temps D, C. permet d’aboutir
a une équation globale en temps :

DX=CS (2.11)
ou : ~ - _ o -
q1 S
Ay
D = C
qN
i | [An] i | S~

Apres avoir pris en compte les conditions aux limites en temps (¢(0) = go, A(N) =
0), la matrice D est inversée afin de déterminer les champs solution sur tout le temps
d’étude.
Remarques :
Il existe une autre version de la méthode des EF temporels pour notre probleme.
Il s’agit de traiter le systeme d’équations différentielles d’ordre 2 en introduisant
un multiplicateur de Lagrange au probleme (2.3). Dans ce cas, les inconnues
du probleme sont le déplacement, le multiplicateur de Lagrange et la vitesse a
Pinstant final U(T). Dans cette version, le vecteur des inconnues est de taille plus
petite que celui de la version présentée ci-dessus. Cependant, leurs avantages et
leurs inconvénients sont les mémes.
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2.3.1.2 Meéthode de ’assemblage global en temps

Dans cette méthode, la transformation de I’équation différentielle (2.8) en une forme
discrete s’effectue en utilisant un schéma d’intégration temporelle. Pour notre cas,
comme 'équation (2.8) est différentielle d’ordre 1, la §—méthode est choisie :

Xn+1 - Xn o

7 (1-0)X, + 060X, (2.12)

L’équation (2.8) s’écrit alors a l'instant ¢,,41 :
(Ig— 0dtH) X i1 — [La+ (1 — 0)dtH]X,, = [(1 — 6)S,, + 0S,11]dt (2.13)

ou bien :
DX, +FEX,=R, (2.14)

avec,
D = (I, - 6dtH)
E=—[I;+ (1—0)dtH] (2.15)
Ry =[(1—0)S, + 0S,,1)dt

L’assemblage de toutes les équations de récurrence nous conduit a une équation
linéaire globale en temps (et en espace) :

D FE X Ry
D FE .
=1 . (2.16)
D FE : )
D FE| | Xy Ry
En ajoutant les conditions initiales en ¢ et les conditions finales en A, le systeme
obtenu est un systeme linéaire de 2N équations avec 2N inconnues. Il “suffit” donc

d’inverser une matrice globale en temps (et espace) afin de trouver les champs solution
du probleme.

Remarques :

Dans [Fei03], 'auteur, en traitant le probleme avec le systeme d’équations dif-
férentielles d’ordre 2, a utilisé d’autres schémas d’intégration comme le schéma
de Newmark. Ceci permet d’obtenir une précision d’ordre plus élevé. Cependant,
ses autres caractéristiques sont les mémes que celles de la version présentée dans
cette section.

2.3.1.3 Commentaires

Les méthodes globales en temps nous permettent de résoudre le probleme de base
dans le cas du comportement linéaire. En revanche, le fait de traiter le probleme de
facon globale en temps va introduire une dimension supplémentaire au probleme a
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résoudre, ce qui pose des difficultés de mémoire de stockage et de cotut de calcul. Il
s’agit donc de traiter un probleme linéaire de grande taille. Pour s’affranchir de cette
difficulté, différentes méthodes spécifiques sont envisageables. Citons ici les méthodes
de résolution indirecte des systemes linéaires comme la méthode de gradient conjugué
(avec préconditionneur) [Dos88| ou les méthodes de décomposition de domaine avec les
techniques d’accélération de type Krylov [Saa96].

Cependant, 'extension de ces méthodes au cas de 'endommagement est assez dé-
licate car le comportement est fortement non linéaire.

Dans les chapitres 4 et 5, une stratégie de type LATIN [Lad99al, qui consiste a
linéariser le probleme de fagon globale en temps, est proposée. Le probleme peut donc
étre formulé sous une forme similaire a (2.11), (2.16). Dans ce cas, les matrices élé-
mentaires en temps D, dépendent du temps ce qui rend plus délicat 'application des
méthodes de résolution indirecte du probleme linéaire citées ci-dessus.

2.3.2 Meéthodes de résolutions locales en temps
2.3.2.1 Meéthode de la matrice de transition

L’idée de la méthode de matrice de transition est de prédire la condition initiale
de la variable duale A afin de calculer sa valeur a l'instant final. La condition finale
A(T') = 0 va nous permettre de déterminer cette condition initiale prédite. A partir des
conditions initiales en g et A, tous les champs solution du systéme (2.7) sont calculés
facilement.

Afin d’appliquer la méthode de matrice de transition, nous partons de 1’équation
discrétisée en temps (2.13), qui est réécrite sous la forme :

Xpi1=D. X, + R, (2.17)
ou,

{ D, = (I;—0dtH) [1;+ (1 — 0)dtH|
R, = (I — 0dtH)[(1 — 0)S, + 0S,,.1]dt

La solution a l'instant final est alors exprimée en fonction de la valeur initiale :

Xy=DX,+R (2.18)
avec,
N
D=DN" et R=> DR} (2.19)
=1

De fagon plus précise, I’équation (2.18) s’écrit :
an Dy Di2| |1 Ry
= + 2.20
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Les conditions initiales en A se trouvent donc a partir de I’équation précédente grace
aux conditions initiales en ¢ et aux conditions finales en A :

Al = D;zl [AN - D21 q1 — RQ] (221)

Lorsque toutes les conditions initiales en ¢ et A sont connues, les solutions a chaque
instant sont donc déterminées facilement a 1’aide des équations de récurrence (2.17).

Cette méthode est beaucoup plus légere que les méthodes de résolution globales
en temps. Cependant, elle présente une grande sensibilité a la précision numérique.
En effet, les solutions des équations homogenes associées au probleme ont une forme
exponentielle croissante et décroissante (voir [Fei03] pour le détail dans le cas 0D), ce
qui amplifie les erreurs de prédiction des conditions initiales manquantes A(0). D’un
point de vue numérique, cela se traduit par la présence de valeurs propres a la fois
supérieures et inférieures a 1 dans la matrice de récurrence D, entre deux piquets
de temps t et (t + 1). En conséquence, la matrice a inverser Dyy est de plus en plus
mal conditionnée lorsque le temps d’étude augmente. Cette instabilité de la méthode de
matrice de transition est observée dans le travail précédent [Fei03] [All05a] et aussi dans
les problemes d’automatique [Bry75]. Il faut remarquer que dans [Fei03] [AllO5a], la
méthode de matrice de transition est appliquée pour la version du systeme d’équations
différentielles d’ordre 2.

En résumé, a cause de l'instabilité du systeme d’équations directes et adjointes
couplées, la méthode de matrice de transition ne fonctionne que pour les temps d’étude
courts.

2.3.2.2 Meéthode itérative

Le systeme d’équations a résoudre (2.7) est un systeme d’équations directes et
adjointes couplées. Une méthode de résolution qui se pose de maniere naturelle est de
résoudre itérativement les équations directes et adjointes.

- Le calcul s’initialise par une fonction A°(t);

- A Vitération 7, les équations directes en ¢ sont résolues avec les conditions initiales
(q(0) = qo) et le champ de A obtenu de I'étape précédente :

¢'(0) = o (2:22)

- Puis, les équations adjointes en A sont résolues avec les conditions finales (A(T') =
0) et le champ de g qui vient d’étre obtenu :

{ §' = Ag'+ GR™'\GTA™! + BF,

Ai T i AT AL _ T NOTT
{A_(J QCq — ATAN' — CTQU, (2.93)

A(T)=0
La résolution itérative continue ainsi jusqu’a convergence.

Afin de tester la qualité de cette méthode, le cas 0D du probleme est traité. C’est
le cas d'un probleme d'un systeme masse - ressort a un degré de liberté. Le vecteur
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d’état ¢, qui se compose du déplacement et de sa vitesse, dépend seulement du temps :

x(t)

La ﬁgt(lre 2.3 représente le déplacement z et le multiplicateur de Lagrange associé
A au cours des itérations dans le cas ou le probleme de base est résolu pour les para-
metres matériau de référence et des mesures non perturbées. L’initialisation s’effectue
avec une valeur tres proche de la solution exacte, identiquement nulle : A = 1e=3. 1l
est clair que la différence entre les solutions obtenues au cours des itérations augmente
rapidement. Ceci s’explique par le fait que les solutions analytiques des équations ho-
mogenes associées au probleme ont une forme exponentielle croissante et décroissante
[Fei03], autrement dit, avec une petite erreur au départ de A ou de ¢, 'erreur est am-
plifiée rapidement au long du temps d’étude. La méthode itérative diverge alors apres
quelques itérations.

q(t) = [x(t)] . La variable duale a donc deux composantes.

a, A
80 .z .
6 itération 1 itération 1
itération 2 60 itération 2
. - itération 3 401 ’ - —itération 3
—q, /100 N . ' - — A,/100
2 % \ A ﬂ\ 20 y\ ,\ , 1

A

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps (s) temps (s)

Figure 2.3 — Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé au cours des itérations

Remarques :

Comme cela a été présenté dans la section 1.5.2.2.1, dans [Bry75] et [Cul94], les
auteurs ont proposé d’appliquer la méthode itérative pour le systeme d’équations
(2.6). Pour chaque itération, nous allons résoudre les deuxieme et troisieme équa-
tions du systeme (2.6) afin de trouver ¢ et A. La variable e est déterminée par la
minimisation de la fonctionnelle L en fonction de la variable e seule en appliquant
une méthode de gradient ou de Newton. Cependant, il est facile de démontrer
que cette stratégie itérative est tout a fait équivalente a celle présentée ci-dessus
en utilisant la méthode de gradient a pas optimal ou la méthode de Newton.

2.3.2.3 Approche basée sur I’équation algébrique de Riccati

Comme l'instabilité des méthodes de résolution du probleme de base vient du cou-
plage des équations directes et adjointes, dont les solutions des équations homogenes
associées ont une forme exponentielle croissante et décroissante, la méthode basée sur
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2. Acquis de l'identification par 'ERAC modifiée

I’équation de Riccati cherche donc a découpler ces équations directes et adjointes. Une
fois le découplage fait, le probleme est résolu de maniere classique a ’aide de schémas
d’intégration en temps.

Afin de pouvoir découpler ’équation directe de 1’équation rétrograde du systeme
(2.7), une relation linéare entre g et A est introduite :

A(t) = —K(t) (t) + d(t) (2.24)

Il faut noter que cette forme linéaire est démontrée mathématiquement dans [And89].
Apres avoir injecté la relation (2.24) dans le systeme (2.7), trois équations (2.25)
pour quatre inconnues A, ¢, d, K sont obtenues :

At) = —K(t)q(t) + d(t)

g+ (~A+GR'G"K)q— GR™'G"d — BF; =0 20) = g0
[d + (AT — KGR'G")d — KBu + CTQﬁd} + avec, { AT) =0
+ [K Y KA+ ATK — KGR'GTK + OTQC] g=0
(2.25)

La matrice K peut étre choisie de telle sorte que la derniere équation d’évolution
permette de découpler g et d. Le systéme (2.25) devient alors un systéme de quatre
équations avec quatre inconnues :

A(t) = —K(t)q(t) + d(t) ) )
i+ [-A+GR'G'K|g - GR'GYd — BF; =0 Z(OT) —_qg -
d+[A" = KGRG"ld— KBF,+C"QU; =0 ©0 K((T))_— )
K+ KA+ ATK — KGR'GTK +CTQC =0 =

La difficulté posée ici est de résoudre la derniere équation, appelée équation diffé-
rentielle de Riccati. Une fois cela fait, les solutions en ¢ et d vont étre successivement
obtenues par la méthode de Runge Kutta d’ordre 4.

Dans [For02] et [Fei03], les auteurs ont considéré que pour les temps d’étude suf-
fisamment long K = 0. Cest une hypothese classique, qui est souvent utilisée dans
les problemes de controle optimal. L’équation obtenue devient I’équation algébrique de
Riccati :

KA+ ATK - KGRT'G'K + CTQC =0 (2.27)

a. Résolution de I’équation algébrique de Riccati

De nombreuses méthodes de calcul de la solution de I’équation algébrique de Riccati
existent et permettent de déterminer de fagon efficace cette solution. Dans [For02] et
[Fei03], seule la méthode de LQR (Linear Quadratic Regulator) [Arn84], qui est tres
robuste et qui a été implantée dans la commande LQR de Matlab, est utilisée. L’idée
de cette méthode est de déterminer la solution de I'équation algébrique de Riccati
par la décomposition de la matrice Hamiltonnienne sous la forme de Schur, qui est
numériquement préférée. Cette décomposition s’écrit :

—A —GR_IGT} _yT {Ln L12:| U

H=1_crgc a4t 0 Ly

(2.28)
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2.3. Méthodes de résolution du probleme de base

ou L est la forme de Schur de le matrice H et U est orthogonale.
Cette relation implique :

~A  —GRGT) [UF L
{—CTQC AT } {Uiiﬂ -v {(ﬂ (2:29)

ce qui conduit a :

—AUL - GR'GTUL = U], Ly, (2.30)
~cTQoUul, + ATUL = UL Ly, ‘
En posant :
K =ULWUhH* (2.31)

le systeme d’équations (2.30) devient :
KA—-KGR'GTK + ATK +CTQC =0

La matrice K donnée par (2.31) correspond donc a la solution de 1'équation algé-
brique de Riccati. Il faut noter que cette méthode fonctionne bien méme si la matrice
Hamiltonnienne est non diagonalisable.

b. Illustration et commentaire
[llustrée sur I'exemple présenté dans la section 2.1, 'approche basée sur 1’équation
algébrique de Riccati donne des erreurs vers le temps final, c’est-a-dire, dans la partie
[Ty — At, Ty], ou I'on voit bien que le multiplicateur de Lagrange n’est pas nul (figure
2.4). Ceci est du a la non-validité de I'hypothese de constance de la matrice K dans la
derniere partie du temps d’étude.

displacement (m) Lagrange's multiplier

0.2
o T —————
0.15 0
05 .
0.1 -0.01
04 0.05 X 0.02
0
.3 . -0.03
-0.05
0.2 . -0.04
-0.1
-0.05
0.1 3
-0.15
-0.06
0 -0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 04 0.6 0.8 1
space (m) space (m)

o o o
A on o

o

time {ms)
=)
w

time {ms)

o
~

=}

o

Figure 2.4 — Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par I’approche
basée sur I’équation algébrique de Riccati avec le module d’Young de référence £ = Ej,

des mesures non perturbées et un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde :
T =10T,

These de doctorat - HM. NGUYEN 61
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Formosa & al [For02] et Feissel [Fei03] ont proposé d’éliminer la derniere partie du
temps d’étude pour ne conserver que le reste de la solution du probleme, qui est correct.
Autrement dit, la méthode n’est valable que pour des temps d’étude suffisamment longs.
De plus, 'extension de cette méthode au cas de 'endommagement a effet retard est
difficile car les parametres a identifier interviennent a la fin du temps d’étude avant
la rupture. D’autre part, comme on le verra dans les chapitres 4 et 5 pour le cas non
linéaire, les matrices A, G' dépendent du temps, autrement dit, la méthode LQR ne peut
pas étre utilisée. L’extension de ’approche basée sur I’'équation algébrique de Riccati
au cas non linéaire est alors tres difficile.

2.4 Estimation de la robustesse de la méthode d’iden-
tification

La stratégie d’identification proposée dans [Fei03] [All03] basée sur 'ERAC modifiée
est illustrée sur ’exemple présenté dans la section 2.1. Les fonctions cout tracées pour
des mesures perturbées a différents niveaux (figure 2.5) montrent que leurs minima
se trouvent toujours au module de référence Ey méme pour des mesures perturbées a
60%. Autrement dit, la stratégie d’identification formulée par 'ERAC et traitée par
I’approche basée sur 1’équation algébrique de Riccati fonctionne bien pour les temps
d’étude courts et longs.

fonction cout

fonction cotut

40 40
non perturbées non perturbées
30t = =" perturbées a 40% 30t — perturbées a 40%
= = = perturbées & 60% N — — = perturbées & 60%

15 2

module d’Young relatif E/Ej module d’Young relatif E/Ey

(b) pour un temps d’étude long : 10T,
Approche basée sur I'équation
algébrique de Riccati

(a) pour un temps d’étude court : 27,
Méthode de matrice de transition

Figure 2.5 — Fonction cotit pour différents niveaux de perturbation - cas 1D élastique
(Th est le temps d’un aller d’onde)

Dans cette stratégie, le traitement numérique du probleme se base sur :
— la méthode de matrice de transition pour les temps d’étude courts;
— l'approche basée sur I'équation algébrique de Riccati pour les temps d’étude longs.
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Une question se pose donc de savoir si ces méthodes sont capables de traiter le
probleme pour des temps d’étude intermédiaires. Afin d’y répondre, les deux méthodes
proposées sont testées pour un temps d’étude correspondant a 3,5 allers d’onde : T' =
3, 5T avec des mesures exactes et perturbées a différents niveaux.

X 1019 fonction coiit fonction cott
2.5 25
perturbées & 60% non perturbées
2 20 — — = perturbées & 60%
1.5
1
0.5
0
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2
module d’Young relatif E/Ey module d’Young relatif E/Ey
(a) Méthode de matrice de transition (b) Approche basée sur I’équation

algébrique de Riccati

Figure 2.6 — Fonctions cotit pour un temps d’étude intermédiaire : 7' = 3,57} - cas 1D
élastique

Les fonctions cotlit obtenues, qui sont présentées figure 2.6, montrent que la méthode
d’identification proposée dans [Fei03] basée sur I'équation algébrique de Riccati est
efficace pour des mesures non perturbées. Cependant, elle fonctionne beaucoup moins
bien pour des mesures fortement perturbées.

En effet, lorsque la derniere partie de la solution du probleme de base est éliminée
a cause de la non validité de I’hypothese de constance de la matrice de Riccati sur la
fin du temps d’étude, nous perdons une partie des informations obtenues. Si le reste
est suffisamment grand, l'identification fonctionnera bien. Au contraire, s’il devient
petit, la méthode fournira de mauvais résultats du module d’élasticité, surtout pour
des mesures fortement perturbées.

2.5 Minimisation par rapport aux parametres ma-
tériau

Dans la section précédente, une estimation de la fonction cott en fonction des
parametres matériau a été faite. En revanche, afin d’identifier d'une facon quantitative
les parametres, la mise en ceuvre d’'une stratégie de minimisation de la fonction cout
a ’aide du gradient déterminé a partir des champs solution du probleme de base est
nécessaire. Dans [Fei03], une méthode de descente a pas fixe est utilisée. Afin de montrer
ses avantages et ses inconvénients, nous rappelons ici les résultats dans un cas plus
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complexe que 1’élasticité homogene. Il s’agit du cas de I'élasticité hétérogene d’une
poutre constituée de quatre morceaux dont les modules d’Young sont différents (figure
2.7). Pour ce probleme, I'objectif est de trouver ces quatre modules de la poutre en
supposant que la position des blocs est connue.

Figure 2.7 — Poutre élastique hétérogene par bloc

La fabrication des mesures ainsi que la formulation du probleme et la méthode de
résolution du probleme de base sont similaires a celles utilisées dans le cas de I'élasticité
homogene. L’étape d’identification s’effectue grace a une méthode de descente a pas
fixe. Les quatre modules identifiés au cours des itérations sont présentés figure 2.8.

2.5

Module d’Young

2
g T - 2 m = T i m i e
o 5
e
2 15-
g : 1
= o
E.
0.5 = — ==
E3
o 5‘0 l"JU 1;0 2‘00 2;0 31‘)0 3;0 4"30 4;0 500 00 2‘00 460 660 560 1600 12‘00 1400
itérations itérations
(a) pour des mesures non perturbées (b) pour des mesures perturbées & 5%

Figure 2.8 — Identification des modules d"Young de la poutre hétérogene par la méthode
de descente a pas fixe - [Fei03]

Il est clair que cette méthode est simple a mettre en ceuvre. Cependant, elle converge
tres lentement surtout a proximité de la solution car le gradient devient tres petit. Il
sera donc nécessaire d’étudier une méthode de minimisation plus efficace.

2.6 Conclusion

Ce chapitre rappelle le travail précédent concernant ’application de 'ERAC modi-
fice a l'identification du module d"Young d'une poutre en élasticité linéaire ainsi que
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2.6. Conclusion

ses premiers résultats tres encourageants. Le probleme formulé est un probleme de mi-
nimisation d’une fonction cout qui se compose d’une erreur de modele et d'une erreur
de mesures en vérifiant ’équation d’équilibre et les conditions initiales en temps. La
résolution de ce probleme est itérative en deux étapes :

- résolution du probleme de minimisation pour un jeu de parametres fixé ;

- estimation d’un meilleur jeu de parametres matériau grace aux champs solution
obtenus dans la premiere étape.

La résolution du probleme dans la premiere étape, appelé probleme de base, nous
conduit a un probleme de propagation d’ondes directes et adjointes couplées. Ceci
pose une difficulté liée a la présence d’exponentielles croissantes parmi les solutions de
I'équation homogene associée. Feissel [Fei03], Allix & al [All03] ont proposé une mé-
thode basée sur la matrice de transition pour les temps d’étude courts et une approche
basée sur ’équation algébrique de Riccati pour les temps d’étude longs. Cependant,
ces méthodes ont de grands inconvénients :

— elles ne permettent pas de traiter le probleme pour les temps d’étude intermé-

diaires ;

— leur extension aux cas non linéaires est difficile car le systeme est dépendant du
temps;

— le fait de couper la derniere partie de la solution dans I’approche basée sur I’équa-
tion algébrique de Riccati rend difficile I'identification des parametres a effet
retard du méso-modele de I'endommagement des composites stratifiés car ces
parametres n’interviennent qu’a la fin du temps d’étude.

Quant a la deuxieme étape, les auteurs ont utilisés la méthode de descente a pas

fixe. Celle-ci n’est cependant pas tres performante.

En résumé, les premiers résultats d’identification a partir de mesures fortement
corrompues grace a 'ERAC modifiée sont tres remarquables [Fei03], [A1103]. Cependant,
il subsiste encore des problemes a résoudre, en particulier au niveau du traitement
numérique. Ceci constitue 'objectif des travaux présentés dans la deuxieme partie.
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Deuxieme partie

Identification robuste par ’ERdC
modifiée
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Dans cette deuxieme partie, nous apporterons des réponses aux ques-

tions restantes suite au premier travail [All03] [Fei03], puis dévelop-
perons la méthode d’identification dans les cas non linéaires. La pré-
sentation de ces travaux sera écrite dans trois chapitres :

e Le chapitre 3 présentera une méthode de traitement numérique ro-
buste dans le cas élastique.

e Le chapitre 4 consistera a étendre la stratégie d’identification basée
sur ’'ERAC modifiée aux cas non linéaires. Son application au cas
viscoplastique sera également présentée.

e Le chapitre 5 s’attaquera enfin au probleme d’identification des pa-
rametres de rupture d’un composite par 'ERAC modifiée.
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CHAPITRE

Probleme
d’identification du
matériau élastique :

Traitement robuste

Dans ce chapitre, deur méthodes de traitement robuste du probleme
de base dans le cas de lélasticité sont proposées [Ngu05] [All05a).
Elles sont ensuite étendues au cas 2D afin de vérifier leur robustesse.
Une méthode performante de minimisation de la fonction cout par
rapport aux parametres matériau est également présentée a la fin de
ce chapitre.
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3.1. Probleme d’identification dans le cas 1D élastique

Comme le chapitre 2 I’a mis en avant, les méthodes de résolution du probleme de
base étudiées dans [Fei03] [All03] ne permettent pas de traiter le probleme pour des
temps d’étude quelconques dans le cas de I’élasticité linéaire. De plus, leur extension
aux cas non linéaires semble difficile. Dans ce chapitre, une méthode de traitement
robuste est d’abord étudiée dans le cas élastique. Grace a cette méthode, 'identifi-
cation basée sur 'ERAC modifiée fonctionne bien, méme pour des mesures fortement
perturbées. Sa comparaison avec le filtre de Kalman, dans le cas ou les connaissances
a priort sur les perturbations de mesures sont connues, confirme la robustesse de la
stratégie d’identification proposée. Puis, cette robustesse est vérifiée dans les cas plus
complexes de I'élasticité 1D hétérogene et de 1'élasticité 2D avant de s’étendre aux cas
non linéaires.

3.1 Probleme d’identification dans le cas 1D élas-
tique
Le contexte du probléme traité consiste toujours en l'identification du module d’élas-

ticité d’une poutre élastique linéaire a partir des conditions aux limites en effort et en
déplacement sur un intervalle de temps [0, 7] (figure 3.1).

—e —s
Ud ‘ ud

E?
e _
fq fq

Figure 3.1 — Probleme d’identification dans le cas 1D en élasticité

Les mesures expérimentales sont fabriquées par un calcul direct avec les parametres
matériau de référence présentés dans le tableau 3.1. Les perturbations sont ensuite
ajoutées a ces mesures afin de tester la robustesse de la méthode d’identification pro-
posée. Comme toutes ces fabrications sont numériques, différents choix du calcul direct
et de la perturbation sont possibles. Ceci fait 1'object de la discussion ci-apres (section
3.1.1).

Module d’Young : Ey =200 GPa
Coefficient de Poisson : 19 =10,3
Densité : p =800 kg.m™3

Tableau 3.1 — Propriétés matériau élastique
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3. Probleme d’identification du matériau élastique : Traitement robuste

3.1.1 Fabrication des mesures
3.1.1.1 Fabrication des mesures non perturbées

Le calcul direct utilisé pour créer les mesures exactes simule une poutre de section
S = 1em?, de longueur L = 100 cm, encastrée d'un coté et sollicitée en effort de Pautre,
avec une valeur maximale F,,,, = 20 kN (figure 3.2). Le type de chargement en effort
peut étre :

— un demi sinus;

— un plateau.

AN
oI'I'I
lﬂ

FA F
ou

t
>

Figure 3.2 — Essai numérique dans le cas 1D

La barre est discrétisée par 100 éléments linéaires a deux nceuds, de taille égale,
un schéma explicite pour les déplacements est ensuite utilisé et permet d’obtenir des
conditions aux limites pour un temps d’étude 7" = 0.63 ms équivalent a 10 aller d’ondes
dans la barre (figures 3.3, 3.4).

50

N A
= -
—
———

vitesse (m/s)
[ =
i S Y
—_—

= p
2 O ' 0 x r
S 2 " !
o I "
-4 1 b
.t =7 ax=0_ .+ 0 r=m= ax=0
° ax = -50
= —Sx =1
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
temps (ms) temps (ms)

Figure 3.3 — Conditions aux limites non perturbées obtenues par un chargement de
type demi-sinus en effort

Il est clair que les mesures obtenues par un plateau en effort se rapproche d’avantage
de celles obtenues a partir des essais aux barres d’Hopkinson (méme si un plateau en
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Figure 3.4 — Conditions aux limites non perturbées obtenues par un chargement de
type plateau en effort

vitesse fournirait des mesures plus proche encore). En revanche, le chargement de type
demi-sinus en effort est plus simple et permet de comprendre le phénomene de propaga-
tion d’ondes dans la barre. Comme le cas de 'élasticité est un premier développement
de la stratégie d’identification basée sur 'ERAC a partir des mesures corrompues en
dynamique transitoire, un chargement de type demi-sinus en effort est donc retenu pour
les exemples de ce chapitre.

3.1.1.2 Fabrication des perturbations

A partir des conditions aux limites non perturbées fabriquées par le calcul direct,
des perturbations sont ajoutées afin de tester la robustesse de la méthode. La grande
question posée est : “A quelles quantités de la condition aux limites, les perturbations
doivent-elles étre ajoutées ?”

Dans [Fei03] [All03], le choix a été de perturber les mesures en effort et en dépla-
cement. Ceci ne semble pas correspondre a ce qui se passe dans les essais aux barres
d’Hopkinson ot les efforts et les vitesses de déplacement sont mesurés .... D’autre part,
d’un point de vue théorique, des déplacements correspondant au signal perturbé par
un bruit blanc seraient physiquement liés a un saut de I’énergie, ce qui est a la fois tres
sévere et peu réaliste. De plus, dans le probleme dynamique, les efforts et les vitesses de
déplacement sont directement liés, autrement dit, une perturbation ajoutée aux efforts
est équivalente a une autre ajoutée aux vitesses. Pour toutes ces raisons, dans le reste
de ce travail, les perturbations des mesures vont porter sur les efforts et les vitesses de
déplacement. Ces perturbations peuvent étre de type bruit blanc uniforme ou gaussien.
Par la suite, seules les dernieres sont retenues pour faciliter les études probabilistes.
En revanche, les perturbations uniformes peuvent tout a fait étre utilisées sans poser
de probleme a la stratégie d’identification proposée. Une mesure en effort perturbée a
20% représente donc un bruit blanc gaussien de moyenne nulle dont 1’écart-type est de
20% de 'effort maximum obtenu aux deux extrémités de la barre. Un exemple typique
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des conditions aux limites perturbées a 20% est présenté dans la figure 3.5.

x 10*
50
non perturbées 4 z ,
1
20 g h) 3
= i' ~ k] -1 )-
= 0 1 Q M [ -1
) 0 0 = 1-
8 8 v 1
S 9 Y i
S = ! h
-4 > 1 3
N ax=0 | | - Aax=0
ax = 50 ax =1,
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
temps (ms) temps (ms)

perturbées a 20%

forces (N)
vitesse (m/s)

0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
temps (ms) temps (ms)

Figure 3.5 — Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% - cas 1D
élastique

3.1.2 Rappel du processus d’identification

Le probleme d’identification du module d’élasticité de la poutre, qui est formulé par
I'ERAC modifiée, est un probleme de minimisation sous contraintes (section 2.2). Il est
alors résolu en deux étapes :

e Résolution du probleme de base, il s’agit d’un probleme de minimisation sous

contraintes pour un module F fixé;

e Evaluation de la fonction cotit grace aux champs solution du probleme de base

afin d’identifier le module E.

3.1.3 Reésolution robuste du probleme de base

Comme présenté a la section 2.2, le probleme de base associé a la stratégie d’iden-
tification basée sur 'ERAC modifiée s’écrit :
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3.1. Probleme d’identification dans le cas 1D élastique

Trouver les champs u, o, ug, fg minimisant :
g k1 ~1 2 o ~olb P ~ olF
J(u,a,ud,fd):/ / §E (O'—EG) dx+§)(fd_fd) ‘ —I——‘(ud—ud) ‘ dt
0 0 0o 2 0
sous les contraintes :
—pi+div(c) =0, u(z,0)=wuy, u(z,0)="1 (3.1)

Le changement de variables et le calcul du Lagrangien associé tel que cela a été
présenté dans la section 2.3 permettent alors d’aboutir au systéeme d’équations directes
et adjointes couplées suivant :

| = Ag+ GR'GTA + BF, 0) =
4 qT+ e + Td~ avec : 4(0) = qo (3.2)
A=C"QCq— A"AN—-C"QUy AT)=0

Parmi les méthodes présentées dans le chapitre précédent, 1'idée de la séparation
des équations directes et adjointes par I’équation de Riccati semble la plus intéressante.
Rappelons ici les équations obtenues apres le découplage :

A(t) = —K(t) q(t) +d(t)
G+ [-A+GR'G"K|]g— GR™'G"d — BF; =0 ' g{l((%) = o

d+[A" — KGR™'G"|d - KBF; + C"QUy = 0 avee : 4 d(T) =0 (33)
K+ KA+ ATK - KGR'GTK +CTQC =0

La grande difficulté réside dans la résolution de maniere “exacte” et robuste de la
derniere équation du systeme ci-dessus. Il s’agit en fait d’une équation matricielle et
différentielle, appelée équation différentielle de Riccati :

K+ KA+ ATK - KGR'GTK +CTQC =0 (3.4)

Dans le cas élastique ou les matrices A, G, R, (), C' sont constantes, la solution en
K(t) se compose de deux parties : une correspondant & la réponse transitoire et une
correspondant a la réponse stationnaire du systeme. Des techniques adaptées issues
du controle optimal permettent d’obtenir soit la solution transitoire [Vau69] [And89]
[Dub00], soit la solution stationnaire [Arn84] [For02]. L’obtention de la solution transi-
toire peut étre tres colteuse. Ainsi, on peut chercher a exploiter la nature de la solution
pour proposer une approche appelée “hybride”, qui consiste a calculer la solution exacte
dans la partie transitoire et la solution approchée dans la partie stationnaire afin de
réduire le cotuit de calcul dans le cas élastique. Deux points concernant la résolution de
I’équation de Riccati (3.4) sont alors abordés dans la partie suivante :

— La résolution numérique de I’équation différentielle de Riccati;

— L’approche hybride, couplant différents types de résolutions dans le but de réduire

les cofits de calcul.
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3. Probleme d’identification du matériau élastique : Traitement robuste

3.1.3.1 Approche basée sur I’équation différentielle de Riccati

Qu’elle soit couplée avec une autre méthode ou non, la premiere difficulté consiste a
résoudre 1'équation différentielle de Riccati (3.4). Pour cela, les trois méthodes suivantes
ont été étudiées :

— Formule exponentielle des invariants de sous-espace ;

— Solution transitoire exprimée a partir de la solution de I’équation algébrique de

Riccati;

— Méthodes numériques.

Une fois I'équation (3.4) résolue, les solutions en ¢ et d du systeme (3.3) vont étre
successivement obtenues en utilisant un schéma d’intégration numérique comme la mé-
thode de Runge-Kutta d’ordre 4.

I. Formule exponentielle des invariants de sous-espace

La plupart des méthodes de résolution de 1’équation (3.4) se base sur la séparation
du systeme (3.2) en deux parties : la partie stable, qui est associée a des solutions
exponentielles décroissantes et la partie instable, qui est associée a des solutions expo-
nentielles croissantes; puis la premiere partie est traitée dans le sens direct en temps
et la deuxieme dans le sens rétrograde [Vau69).

Le systeme (3.2) est réécerit sous la forme :

g e Ol R P B

La matrice H, appelée matrice Hamiltonnienne, est ensuite diagonalisée :

—BF,
CTQUy

—A ~GR'GT 1
H_[—CTQC AT }—VJV (3.6)
o J Vit Wi
— |1 0 _ 11 12
[r ) w e[t o
Le vecteur ¢ A] est alors exprimé dans la base des vecteurs propres comme suit :
q| _ Vin Vig| | ¢
-l ] o
L’introduction de (3.6) et de (3.8) dans (3.5) permet d’aboutir a 1’équation :
q:’ _ Ji 0 q . Vir Vip - Cy (3.9)
Y 0 —Jof [N Vor Voo Co .
ce qui donne la solution :
(][0 0 ([em], [A
|:A/:| - |: O e_Jz(T_t) A/(T) _I_ A2 (310)
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ou bien 1) BTt / A
()| e 0 q 1
R e A S L8 o B
Avec le changement de variable :
A=Kqg+d
{ A/ — K/ q/ + d/ (312)

la solution K (t) de I'équation différentielle de Riccati est déterminée a partir des équa-
tions (3.8) et (3.11). Elle s’écrit alors :

{ K = (Vo — Voo K') (Vi1 — Vg K’)_l (3.13)

K = efJg(Tft) ‘/251 ‘/21 67‘]1 (T—t)

La solution obtenue, qui est exprimée sous forme analytique, est donc exacte. En
revanche, cette méthode, en se basant sur la diagonalisation de la matrice Hamil-
tonnienne, n’est plus applicable dans le cas ot la matrice Hamiltonnienne n’est pas
diagonalisable comme dans le cas unidimensionnel de la poutre.

II. Solution transitoire exprimée a partir de la solution de I’équation algé-
brique de Riccati

L’idée de cette méthode [And89] est d’exprimer la solution de I’équation différen-
tielle de Riccati sous forme analytique a partir de celle de I'équation algébrique de
Riccati pour se ramener, par un changement de variable, a une équation différentielle
linéaire, dont la solution analytique est connue.

Supposons que K (t) et K. sont respectivement les solutions de I’équation différen-
tielle et algébrique de Riccati :

K+KA+ATK - KGRT'GTK + CTQC =0 (3.14)
KA+ ATK, - K.GR'GTK, +C0TQC =0 ’
La différence entre ces deux équations forme une nouvelle équation :
d
a(K —~K)+ (K- K)(A-GR'G"K,) + (AT - K.GR'G")(K — K.) (3.15)
—(K - K,)GR'G"(K - K.)=0
En posant :
X=(K-K,)"!
F=A-GR'GTK.
I’équation (3.15) s’écrit :
—X+FX+XF'—GR'GT =0 (3.16)
Si X. est la solution de I'équation algébrique associée :
FX+XF' —-GR'G" =0 (3.17)
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nous pouvons déduire que :

d T _
{ — (X = X0 + F(X = Xo) + (X = X)FT =0 (3.18)

X(T) = (-Ko)™
La solution de 'équation (3.18) devient alors :
X(t) = X, = D X(T) = X, ] )
La solution de I’équation différentielle de Riccati s’écrit donc :
K(t) =K, + o~ FT(t=1) {e—F(t—T) X, o FT=T) _ Kc—l _ Xc}—l e~ F(T—t) (3.19)

Comme pour la méthode précédente, I'avantage de cette méthode est de donner une
forme analytique de la solution. Cependant, la diagonalisation de la matrice Hamilton-
nienne n’est pas nécessaire.

A Tinstant (T — At), la matrice K (t) vaut :

K(T—At) =K.+ e—FT(—At) {e—F(—At) X, e_FT(_At) . Kc—l . Xc}_l e_F(_At)

3.20
= Ko+ {X, +e "8 (K1 = X,) e 7 At (3:20)

En remarquant que toutes les valeurs propres de la matrice F' sont négatives, on
peut déduire que les termes e ¥4 et e~ ¥ " At tendent vers linfini pour un intervalle de
temps At suffisamment grand, c’est-a-dire que la matrice K(p_ay tend vers la matrice
constante K. quand At augmente. Afin d’étudier la convergence de la solution ana-
lytique de I'équation différentielle de Riccati Kypaiy. (t) vers la solution de I’équation
algébrique de Riccati K., un estimateur d’erreur est introduit :

_ HKanaly. - Kc”
| Kanaty. |

Cette convergence est illustrée figure 3.6, ou la norme de K (t) et I'estimateur d’er-
reur sont présentés en fonction du temps pour le module d’Young de référence F = Ej.
Cet exemple confirme encore une fois la conclusion théorique du fait que la solution
transitoire converge vers la solution algébrique apres un petit intervalle de temps At.
Il faut noter ici que la convergence dépend du systeme et de At, mais pas du temps
d’étude T. Cette remarque est tres importante pour la partie suivante (section 3.1.3.2).

er

(3.21)

ITI. Méthodes numériques
L’équation différentielle de Riccati peut étre résolue de facon discrete en utilisant
un schéma numérique. Dans ce travail, les deux schémas suivants ont été retenus :

a. Schéma de Runge-Kutta
L’équation différentielle de Riccati (3.4) peut s’écrire sous la forme :

{ K=f(K)=—(KA+ATK - KGR'GTK + CTQC)

K(T) =0 (3.22)
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norm[K(t)] indicateur d’erreur
60 100
50
80
40
60
30
it
20 0
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
temps (ms) temps (ms)

Figure 3.6 — Norme de la solution analytique de la matrice de Riccati K (t) et estimateur
d’erreur dans le cas du module d’Young de référence £ = Ej

C’est une équation différentielle d’ordre 1 de la variable matricielle K, qui peut étre
résolue par la méthode de Runge-Kutta dans laquelle la précision obtenue est d’ordre
4.

Afin d’étudier la qualité de la solution obtenue, la matrice K (t) est comparée avec
la solution analytique (3.19). Un estimateur d’erreur similaire a celui utilisée dans la
section précédente (3.21) est alors introduit :

_ ||Kanaly. - Knum”
||Kmmly-||

er

(3.23)

3 indi s
X 10 indicateur d’erreur

0 0.2 0.4 0.6
temps (ms)

Figure 3.7 — Comparaison de la solution numérique obtenue par le schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4 a la solution analytique de la matrice de Riccati K (t) (3.19)

La figure 3.7 illustre la bonne qualité de la solution obtenue par le schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4 en faisant la comparaison avec la solution analytique de référence
(3.19).
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Un autre avantage de cette méthode réside dans le fait qu’elle peut fonctionner
méme dans le cas ou les coefficients A, G, R, C, @ de I"équation de Riccati (3.4) sont
dépendants du temps (chapitres 4 et5).

En revanche, il faut assurer la condition de stabilité car ce schéma d’intégration
est de toute fagon explicite. Cette condition de stabilité est assez délicate a déterminer
surtout dans le cas d’une équation matricielle comme celle de Riccati. Au cours de ce
travail, aucun cas d’instabilité lors de la résolution de I’équation différentielle de Riccati
n’a été remarqué. Nous pouvons donc supposer que le pas de temps utilisé, qui respecte
la condition de Courant, vérifie la condition de stabilité du schéma de Runge-Kutta.

b. Schéma homographique

La résolution numérique de I’équation différentielle de Riccati (3.4) peut étre égale-
ment effectuée par un schéma d’intégration numérique, appelé schéma homographique
[Dub00], afin de garantir la stabilité de la résolution.

L’équation (3.4) est d’abord réécrite en temps rétrograde :

T=T—1t
K _ [(1)A — ATK (1) + K(1)GR'GTK (1) — CTQC = 0 (3.24)
K(r=0)=0

Puis un scalaire strictement positif u est définit pour que la matrice [l —A— AT] soit
définie et positive. Une autre matrice sysmétrique définie positive est ensuite introduite :
M = % ul — A. La matrice A peut alors étre décomposée en deux parties :

At =tul

A+ A
A=A A avec {A:M

Dubois et Saidi [Dub00] ont défini un schéma numérique pour 1'équation (3.24) :

1 1

E(Ki+1 — K;)+ §(KiGR‘1GTKZ-+1 + K GR'GTK) + (MT Ky + Ky M)

= /LKi + CTQO
(3.25)

En notant :
Yii1 = K; + pAtK; + AtCTQC
I'équation (3.25) devient :

SL K+ Kip1Sis1 = Yin (3.26)

Cette équation, appelée équation de Lyapunov pour linconnue K;,i, peut étre
résolue par l'algorithme proposé par Bartels et Stewart [Bar72] et implanté dans la
fonction LYAP de Matlab. Afin d’étudier la qualité de la solution obtenue par ce
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indicateur d’erreur indicateur d’erreur
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05 Jj
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
temps (ms) temps (ms)
(a) pas de temps : dt = 0.15 (us) (b) pas de temps : dt/4

Figure 3.8 — Comparaison de la solution numérique par le schéma hormographique
[Dub00] pour un pas de temps dt et % & la solution analytique de K (¢) (3.19)

schéma, la matrice K (t) est comparée avec la solution analytique (3.19) a l'aide de
I'indicateur (3.23).

La figure (3.8a) montre que l'erreur de la solution numérique obtenue par le schéma
homographique [Dub00] est plus grande que celle obtenue par le schéma de Runge
Kutta d’ordre 4. Cela s’explique par le fait que la précision du schéma homographique
n’est que d’ordre 1. D’autre part, comme ce schéma est implicite, cette méthode est
plus cotiteuse que celle utilisant un schéma explicite comme Runge-Kutta.

On constate également que I'erreur de la solution numérique se localise vers I'instant
final. En fait, ce résultat est prévu a partir de la forme exponentielle décroissante de la
solution analytique (3.19). Cette décroissance, qui est vraiment rapide dans la partie
finale du temps d’étude [Ty — At, T, demande une discrétisation temporelle fine pour
un schéma numérique. Lorsque un pas de temps quatre fois plus petit dt/4 est utilisé
pour le schéma homographique, le résultat obtenu (figure 3.8b) est meilleur que celui
pour un pas de temps dt (figure 3.8a). Cependant, bien que cette erreur diminue, elle
reste assez grande (10%). C’est pourquoi le schéma homographique n’est plus utilisé
pour la suite de ce travail.

IV. Choix de la méthode de résolution, illustration et commentaire

Parmi les méthodes de résolution de I’équation différentielle de Riccati (3.4) étudiées
dans cette partie, la solution analytique exprimée a partir de la solution de 1’équation
algébrique de Riccati semble la meilleure car elle donne les résultats les plus précis.
Cependant, elle ne peut pas étre appliquée aux équations dont les coefficients A, G,
R, C, QQ sont dépendants du temps, ce qui est le cas rencontré pour l'identification
des comportements non linéaires par 'ERAC modifiée (chapitre 4, 5). Dans ce type de
contexte, la méthode numérique basée sur le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 semble
la plus convenable.
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Afin de montrer les avantages de I'approche basée sur I’équation de Riccati par
rapport aux méthodes présentées dans [Fei03], qui ont été rappelées dans le chapitre 2,
I’approche basée sur ’équation différentielle de Riccati est illustrée sur 'exemple de la
poutre élastique avec le module d’Young de référence Ej, des mesures non perturbées
et un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde 1" = 10 7.

displacement (m) Lagrange's multiplier
02
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Figure 3.9 — Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par ’approche
basée sur I’équation différentielle de Riccati avec le module d”Young de référence E =
Ey, des mesures non perturbées et un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde
T — 10 TO

Dans le cas des mesures non perturbées et du module d’Young de référence £ = Ej,
le multiplicateur de Lagrange est théoriquement nul, ce qui n’est pas vraiment le cas ici,
méme numériquement. Cependant, il est assez petit (de I'ordre de 107°). Cette erreur
peut s’expliquer par l'incompatibilité entre le schéma utilisé pour la fabrication des
mesures (schéma Newmark explicite) et celui du probleme inverse (schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4).

En résumé, cette approche est :

— d’une part meilleure que la méthode de matrice de transition, car elle est capable

de traiter le probleme pour les temps d’étude longs ;

— d’autre part meilleure que celle basée sur I'équation algébrique de Riccati, car

elle exploite également les informations jusqu’a la fin du temps d’étude.

Elle est alors valide pour des temps d’étude quelconques et semble extensible aux
cas non linéaires.

Cependant, cette approche, malgré ses avantages, pose un probléeme de cout de
calcul et de mémoire occupée a cause du calcul et du stockage de la valeur exacte de
la matrice de Riccati K(t) a chaque piquet de temps. Le tableau 3.2 montre que le
nombre des opérations exécutées et le mémoire occupée augmentent de fagon linéaire
en fonction du nombre de pas temps et de facon quadratique en fonction du nombre
de degrés de liberté. Le cout de calcul peut donc devenir tres important dans les cas
complexes.
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Approche basée sur I’équation différentielle | solution solution
de Riccati analytique numérique
Runge-Kutta 4
multiplier des matrices [2 Ngar, 2 Ny 7 N, 14 N,
diviser des matrices [2 Ngar, 2 Ny Ny +2 2
diagonaliser  des matrices [2 Nyg, 2 Ny 4 0
stocker des matrices [2 Ngg;,2 Nggt] | Ny + 10 N; + 10

Tableau 3.2 — Estimation du cotut de calcul de I'approche basée sur I’équation différen-
tielle de Riccati

Dans le cas de l'élasticité, ce point peut étre amélioré par une méthode appelée
“approche hybride” présentée dans la partie suivante.

3.1.3.2 Approche hybride

L’idée de cette approche réside dans la remarque exprimée précédemment sur le fait
que, dans le cas du probleme d’identification du module d’élasticité formulé par 'ERAC
modifiée ou les coefficients A, G, @, R, C' de I'équation de Ricati sont constants, la
solution de I’équation différentielle de Riccati K (t) se compose de deux parties : une
constante sur le début de 'intervalle d’étude et une autre exponentielle croissante sur
la fin de l'intervalle. L’approche consiste alors a déterminer la premiere partie de la
matrice de Riccati K grace a I’équation algébrique de Riccati et la deuxieme par une
autre méthode de résolution. Concernant la derniere, les trois solutions suivantes sont
considérées :

I. Combinaison avec I’approche basée sur I’équation différentielle de Riccati

De facon naturelle, la derniere partie de la solution est calculée par I’approche ba-
sée sur I’équation différentielle de Riccati. L’approche hybride [Ngu05] est en fait vue
comme "approche basée sur I’équation différentielle de Riccati, ou K (t) est gardée égale
a la matrice constante K, dans la partie [0, 7 — At] de l'intervalle d’étude. En pratique,
le calcul de la matrice K () est effectué a partir de l'instant final et arrété au moment
ou sa différence relative avec la matrice constante K. (équation 3.21) est inférieure a
1072, Cette approche, qui est assez légere et qui donne des résultats assez précis, peut
tout a fait s’étendre aux cas de géométries plus complexes. L’étude de son cout de
calcul et de sa précision est développée dans la section 3.1.3.2.1V.

II. Combinaison avec la méthode de matrice de transition

Cette approche [All05a] est basée sur Iidée que les erreurs de approche basée sur
I’équation algébrique de Riccati se localisent vers le temps final, dans une partie courte
de lintervalle d’étude ou la méthode de matrice de transition fonctionne bien. Elle
consiste donc a déterminer la derniere partie des solutions par la méthode de matrice
de transition. Cette approche se compose alors de deux étapes. D’abord, le calcul est
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effectué en utilisant 'approche basée sur 1’équation algébrique de Riccati. La taille
de zone erronée [Ty — At,Ty] est déterminée une seule fois pour toute la stratégie
d’identification par la comparaison de la matrice constante K. avec la matrice K(t)
calculée par une des méthodes présentées ci-dessus. Ensuite, les solutions a (7y — At)
sont utilisées comme conditions initiales pour la méthode de matrice de transition. Les
champs solution sont obtenus en raccordant les deux champs solution ainsi calculés. I1
faut remarquer que la détermination de la zone erronée [Ty —At, Ty| peut étre également
effectuée a travers le calcul du résidu de I'équation d’équilibre [Ngu04].

Bien que cette approche soit plus légere que la précédente, elle n’est pas développée
dans la suite car la sensibilité de la matrice de transition a l'intervalle de temps d’étude
et a la discrétisation en espace va limiter son application aux cas complexes.

III. Combinaison avec la méthode de Riccati en temps rétrograde

L’idée de la méthode est de traiter le probleme également en temps rétrograde pour
que les erreurs provoquées par ’approche basée sur 1’équation algébrique de Riccati se
localisent vers l'instant initial. Ainsi, nous disposons de deux solutions : I'une avec des
erreurs vers l'instant final et ’autre avec des erreurs vers I'instant initial. La combinai-
son est effectuée en conservant les solutions sur les parties de bons résultats des deux
approches basées sur 1’équation algébrique de Riccati en temps direct et rétrograde.
L’approche en temps rétrograde est décrite ci-apres.

Tout d’abord, le systeme (3.2) est écrit en temps rétrograde 7 =T — ¢ :

e(t) = RGTA(7)

_dzl(: ) _ Aq(r) + GRIGTA(r) + BEy(r) (3.27)
B _ ereg(n) - ATAR) - QU

avec les conditions aux limites en temps :

{ q(r=7) = 90
A(T:(]) =0

Apres avoir effectuée un changement de variable : ¢(7) = K(7)A(7) + d(7), le
découplage des équations obtenues permet donc d’aboutir au systeme :

qg=KA+d

A+ (AT + CTQCK)A — CTQCd — CTQU, =0
d+[A—-KCTQC)d + BFy+ KCTQU,; = 0

K+ AK + KA - KCTQCK + GR™'G" =0

(3.28)

o AT =0) =
dir=T)=q
Kir=T)=0
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Le systeme d’équations (3.28) est résolu comme pour la méthode de Riccati en
temps direct en supposant que K est constante pour les temps d’étude longs. Cette
hypothese provoque des erreurs lorsque 7 — TY%, c’est-a-dire, quand ¢t — 0.

Afin d’étudier la zone de mauvais résultats dans ce cas, I’équation différentielle
de Riccati en temps rétrograde, c¢’est-a-dire la derniere équation du systeme (3.28),
est résolue en utilisant la solution analytique exprimée a partir de la solution de son
équation algébrique (section 3.1.3.1.II). La norme de la matrice K(7) en fonction du
temps est présentée sur la courbe 3.10.

norm[K( 1)]
8000
6000
4000
2000
O0 0.2 0.4 0.6

temps (ms) T=T-t

Figure 3.10 — Norme de la solution analytique de matrice de Riccati K(7) dans le cas
du module d’Young de référence £ = Ej

La figure 3.10 montre que l'intervalle de temps d’étude dans ce cas n’est pas suf-
fisamment long pour que la matrice K (7) converge vers une matrice constante K.
Ceci est di a la présence importante de valeurs propres proches de zéro du systeme
rétrograde rendant la décroissance exponentielle tres lente. La combinaison des deux ap-
proches basées sur I’équation algébrique de Riccati n’est donc pas retenue pour la suite.

IV. Choix de I’approche hybride, illustration et commentaire

Parmi les approches hybrides traitées dans cette partie, seule I'approche hybride
basée sur le couplage de ’équation différentielle et de 1’équation algébrique de Riccati
peut fonctionner correctement dans le cas 1D et s’étendre aux cas de géométrie plus
complexe. Afin de montrer les avantages de cette approche, elle est illustrée sur le méme
exemple que 'approche basée sur I’équation différentielle de Riccati (section 3.1.3.1). I
s’agit de la résolution du probleme de base pour une poutre élastique avec des mesures
non perturbées et le module d"Young de référence F = Ej.

La figure 3.11 présente les champs solution obtenus par 1’approche hybride ou le
multiplicateur de Lagrange est de ordre de 107°, c¢’est-a-dire du méme ordre de gran-
deur que dans le cas de I'approche basée sur 1'équation différentielle de Riccati (section
3.1.3.1.11), qui est prise comme référence. L’approche hybride permet donc de résoudre
correctement le probleme de base. De plus, elle est peu cotteuse et occupe peu de
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displacement (m) Lagrange’s multiplier X 107

0.2

time {ms)
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time {ms)
=t o o o o
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space (m) space (m)

Figure 3.11 — Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par I’approche
hybride avec le module d’Young de référence F = Ej, des mesures non perturbées et
un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde 7" = 107

mémoire. La comparaison de ces deux approches est présentée dans le tableau 3.3,
dans lequel AN, est le nombre de pas de temps correspondant a l'intervalle de temps
[Ty — At,Ty], ou la matrice K (t) ne peut pas étre considérée comme constante. Puis,
le tableau 3.4 donne un exemple numérique de leur cout de calcul, de leur mémoire
occupée et de leur précision dans le cas du module d’Young de référence £ = Ej,
des mesures non perturbées et d'un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde
T =107Tj.

Approche basée sur I’équation hybride
différentielle de Riccati

multiplier des matrices 2Ny, 2Nga] 7.\, % + 2.V,

diviser des matrices 2Ny, 2Nga] N, +2 AN, + 2

diagonaliser des matrices [2.Nyq, 2. Nyai] 4 4

stocker des matrices [2.Nyar, 2. Ngai N; + 10 AN; + 10

Tableau 3.3 — Cotut de calcul de différentes approches

Il est clair que la précision des deux approches est presque la méme. Cependant, le
cotut de calcul et la mémoire occupée par 'approche hybride sont plus faibles que ceux
de I'approche basée sur 1’équation différentielle de Riccati. Ces avantages s’accentuent
avec I'augmentation de l'intervalle de temps d’étude car le nombre de pas de temps
AN; ne dépend pas du temps d’étude.

L’approche hybride basée sur les équations différentielle et algébrique de Riccati est
donc choisie pour la résolution du probleme de base dans le cas de 1’élasticité.
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Approches basée sur I’équation hybride
différentielle de Riccati

Temps de résolution du probleme de base 13main.C' PU 3min.C PU

Mémoire occupée 1500M B 350M B

Valeur de fonction cotit a £ = Fj, 1.5%107% 1.67 %1078

mesures non perturbées

Tableau 3.4 — Comparaison numérique de différentes approches avec le module d”Young
de référence E = Ej, des mesures non perturbées et un temps d’étude correspondant
a 10 allers d’onde T' = 10Ty

3.1.3.3 Etudes sur les champs solution du probléeme de base

Afin d’étudier les champs solution du probleme de base, nous nous intéressons
d’abord au cas du module d’Young de référence £ = Ej et avec des mesures non
perturbées. C’est un cas idéal dans lequel la solution du probleme de base coincide
avec celle du calcul direct pour la fabrication des conditions aux limites. Les champs
solution obtenus sont en effet dynamiquement et cinématiquement admissibles et véri-
fient également la relation de comportement. Dans ce cas, la solution du probleme de
référence et celle du probleme de base doivent étre identiques puisque la premiere mini-
mise la fonction cotit en 'annulant. En revanche, les parties précédentes ont montrées
que numériquement les erreurs entre ces champs solution ne sont pas nulles (Figures
3.9, 3.11). En fait, ces erreurs viennent de la différence entre les schémas d’intégration
utilisés dans le probleme direct pour la fabrication des mesures et dans le probleme de
base. Cependant, elles sont considérées comme suffisamment petites en les comparant
aux erreurs obtenues pour la gamme de parametres matériau ou de perturbations de
mesures traitée.

Le deuxieme cas intéressant a étudier est le cas d'un mauvais module d’Young et
de mesures non perturbées. Ce module provoque une vitesse des ondes dans la barre
différente de celle du calcul direct, c¢’est-a-dire que le comportement du matériau devient
incompatible avec les mesures, qui sont fabriquées par le calcul direct. Alors, les champs
solution du probleme de base ne vérifient exactement ni la relation de comportement
ni les mesures, autrement dit, les erreurs de modele et de mesure ne sont plus nulles.

La figure 3.12 représente les champs de déplacement et de multiplicateur de La-
grange associé pour des mesures non perturbées et un module d’élasticité plus raide
que celui de référence : £ = 1.5E,.

Les champs d’erreur du modele sont illustrés figure 3.13.

Comme attendu, les erreurs ne sont pas nulles dans le cas d’'un mauvais parametre
E. De plus, pour les mesures fabriquées par un chargement demi-sinus en effort, elles se
localisent le long des trajets d’onde, autrement dit, les erreurs caractérisant le modele
se situent dans les zones ou les informations du systeme se propagent.
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Figure 3.12 — Déplacement et multiplicateur de Lagrange associé obtenus par I’approche
hybride avec un mauvais module d’Young F = 1,5 Ej, des mesures non perturbées et
un temps d’étude correspondant a 10 allers d’onde T" = 10 T
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Figure 3.13 — Distribution de ’erreur de modele en espace et en temps avec un mau-
vais module d’Young E = 1,5 F), des mesures non perturbées et un temps d’étude
correspondant a 10 allers d’onde T'= 10Ty
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3.1. Probleme d’identification dans le cas 1D élastique

3.1.4 Identification du module d’Young

Dans le cas d'une poutre élastique unidimensionnelle, ou un seul parametre matériau
est a identifier, la fonction cout peut étre présentée en fonction de ce parametre, qui
est ici le module élastique de la poutre.

fonction cout fonction cott
40 ; 40
non perturbées Vs non perturbées )
0l T perturbées & 40% P ’ ol =7 perturbées & 40% P s
= = = perturbées & 60% ¢ /«’ = = = perturbées a 60% 7/ ’
/ . '

20

10

15 2 0.5 1 1.5 2
module d’Young relatif E/Eg module d’Young relatif E/Ey

(a) pour un temps d’étude court : 2,57 (b) pour un temps d’étude long : 107}

Figure 3.14 — Fonction cout pour différents niveaux de perturbation - cas 1D élastique

fonction cout

40

non perturbées

30t = — perturbées a 40%

= = = perturbées & 60% s

20

10

0.5 1 15 2
module d’Young relatif £/Fy

Figure 3.15 — Fonction cotut pour différents niveaux de perturbation pour un temps
d’étude intermédiaire : T' = 3,5 T} - cas 1D élastique

La figure 3.14 montre que le minimum de la fonction coit se trouve toujours a
E = Ej pour des perturbations de mesures jusqu’a 60% quelque soit le temps d’étude.
Afin de mettre en évidence la pertinence de ’approche proposée, I’exemple pour un
temps d’étude intermédiaire T = 3,5 T} (section 2.4), par lequel ’échec des méthodes
de traitement numérique développées dans [Fei03] a été mis en avant, est reconsidéré.
Les résultats d’identification obtenus par cette approche sont présentés dans la figure
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3.15. 11 est clair que le module d’élasticité est bien identifié méme pour des mesures
perturbées a 60%, ce qui n’étaient pas le cas dans la figure 2.6.

En comparant la forme des fonctions cout pour différents temps d’étude (figure 3.14,
3.15), le module d’élasticité E semble mieux identifié pour des temps d’étude longs.
De plus, I’écart entre les fonctions cout obtenues a partir des mesures perturbées a
différents niveaux pour un temps d’étude long est plus petit que celui pour un temps
d’étude court, autrement dit, plus le temps d’étude augmente, plus la fonction cout
est insensible au bruit de mesure. Ceci s’explique par le fait que plus le temps d’étude
augmente, plus il y a d’information sur le comportement du matériau qui est regue.

La méthode d’identification proposée est donc robuste face aux incertitudes de
mesures dans le cas 1D.

3.1.5 Comparaison avec les solutions obtenues par le filtre de
Kalman

Afin de montrer la performance de la stratégie d’identification proposée dans ce
contexte, sa solution est comparée a celle obtenue par une méthode stochastique clas-
sique : le filtre de Kalman étendu [Kal60] [Bry75] [And89] [Cor04]. L’exemple utilisé
est celui décrit dans la section 3.1. Il s’agit d’un probleme d’identification du module
d’Young d’une poutre élastique a partir de conditions limites fortement perturbées. Il
faut remarquer que cette méthode n’est a prior: pas utilisable dans ce contexte car elle
demande des informations a priori sur les perturbations de mesures. Cependant, pour
pouvoir mettre en ceuvre cette méthode, nous supposons que le niveau de perturbations
est connu du fait de la fabrication numérique des essais.

Tout d’abord, les équations du probleme sont projetées dans un espace Eléments
Finis, avec U le vecteur de déplacement nodal :

{JWU+EmU—Fg (3.29)

U, =T1U

ou Ko = K/FE et ﬁd, ﬁd correspondent aux mesures en déplacement et en effort.
La forme classique du filtre de Kalman est en temps discret. Le schéma des diffé-
rences centrées est donc utilisé, ce qui permet d’aboutir au systeme d’équations suivant :

U (3.30)

Un+1 =2U,—-U,_1 — dtQMflEKoUn + dtszlﬁdn
Udn =1I Un

Afin d’adapter ce probleme d’identification au probléeme de reconstruction d’état
par filtrage de Kalman, le module E est considéré comme une inconnue en temps et
ajouté au vecteur d’état du probleme. Le calcul commence par une valeur initiale E,
qui est dans le cas général erronée (E; # Ejp). Il faut également lui associer une équation
d’état (3.31) dans l'idée que le parametre matériau est indépendant du temps :

Et+1 - Et (331)
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Le systeme (3.29) s’écrit donc sous une forme classique de controle a l'instant ¢ :

Grr1 = 9(qs, Xt)
{ Y/t _Hg, (3.32)
avec,
(v =0,
X = F,
HT =[I1 0 0]

th = [Ut U1 Et] _
2U, — E, dt2M_1K0 U — U1 + dt2M_1Xt
g(Qn) - Ut
Ey

\

Dans le formalisme de I'automatique,

— X correspond aux entrées du systeme;

— Y correspond aux sorties du systéme;

— q est le vecteur d’état.

Ce systeme d’équations déterministes est tout a fait équivalent au probleme de
départ, il s’agit d’un probleme mal posé. Le filtre de Kalman étendu consiste a prendre
en compte l'erreur sur le module E a identifier, les perturbations sur les entrées et les
sorties dans le calcul en écrivant le systeme (3.32) sous une forme stochastique :

%-&-1 = g(Qta Xt) + Ngq + Ny (333)
}/t - HQt + Ny

dans laquelle, ng, n,, n,, représentent respectivement 'erreur de modele, de I'entrée et
de la sortie. Elles sont supposées étre des bruits blancs, gaussiens avec des matrices de
covariance @, V., W.

A partir du systeme (3.33), qui est une forme classique du controle, le filtre de
Kalman étendu (EKF) peut étre appliqué. Son détail est décrit dans 'algorithme 1.

Dans un premier temps, les matrices de covariance ), V', W sont supposées connues
a partir de la fabrication numérique de I'essai. Les résultats d’identification par le filtre
de Kalman étendu pour différents niveaux de perturbation des mesures sont présentés
figure 3.16 dans laquelle la valeur d’intérét est le module d’élasticité a l'instant final
E(ty).

Il est clair que le module d’élasticité E(t) converge de fagon tres rapide vers le
module de référence Fy pour des mesures non perturbées. La convergence est plus lente
pour des mesures perturbés a 10%. Cela veut dire que, dans ce cas, il faut exploiter
plus d’informations de mesures et du modele afin d’identifier correctement le parametre
matériau. En revanche, la méthode de filtrage de Kalman diverge pour des mesures
fortement perturbées, méme si U'initialisation est effectuée a proximité du module de
référence Ejy. Elle n’est alors plus efficace pour ce probleme.

Dans un deuxieme temps, nous étudions le probleme dans le cas ou aucune infor-
mation sur les bruits n’est connue. Le filtre de Kalman étendu est donc appliqué pour
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Algorithme 1 Filtre de Kalman étendu (EKF)
e Initialisation :

@ = Elao

Py =E[(90 — q0)(q0 — %)T]

e A linstant t; € [0, 7] :

1. Etape de prédiction :
¢ = 9(q: X))
P = FP o FT +Q+V
ou Fy=Vq,9(q)

2. Etape de correction :
¢ =g +Gi(Yi— Hg,)
P, =(1l,—GH)P~
on Gy=P HY'(HP H' +W)™!

non perturbées

\ — = = perturbées a 10%

Yoo == perturbées & 60%
k .
~ . -
-

-\I.' 1.‘0-“ !‘f‘\

S, w,
h@?‘a" 19'\.‘
4,

~
w

E/E0
=

0.5
0 0.2 0.4 0.6

temps (ms)

Figure 3.16 — Modules d’élasticité obtenus par le filtre de Kalman étendu pour des
mesures perturbées a différents niveaux

94 These de doctorat - HM. NGUYEN



3.1. Probleme d’identification dans le cas 1D élastique

différentes matrices de covariance. La figure 3.17 présente la convergence de la méthode
pour des mesures pertubrbées a 10% avec deux hypotheéses de matrice de covariance :
I'une correspond a un bruit de 2% et 'autre correspond a un bruit de 10%. II est
clair que la convergence de la méthode dépend fortement du choix de ces matrices.
Autrement dit, les résultats d’identification peuvent étre completement faux lorsque
les matrices de covariance sont mal choisies.

matrice de covariance estimée :

1.3

correspond & bruit de 10% |

12 = = = correspond & bruit de 2% |
o 1.1 \ 1
w 1

0.9 “NM"“\. e 1
08 R NV
0.7

0 0.2 04 0.6

temps (ms)

Figure 3.17 — Modules d’élasticité obtenus par le filtre de Kalman étendu pour des
mesures perturbées a 10 % - Influence du choix des matrices de covariance

Il faut noter qu’il existe sans doute des versions plus performantes du filtre de
Kalman par exemple le filtre de Kalman sans biais (Unscented Kalman Filters, UKF)
[Jul97] [Cor05]. Son idée réside dans l'estimation des matrices de covariance P; sans
utiliser le gradient F; (voir 'algorithme 1). De plus, la précision obtenue pour cette
version est d’ordre 3, ce qui est plus élevé que pour le filtre de Kalman étendu (précision
d’ordre 1). Cependant, la connaissance sur les bruits est toujours importante pour ces
versions du filtre de Kalman. C’est pourquoi elles sont difficiles a appliquer dans notre
contexte.

3.1.6 Conclusion sur le cas 1D élastique

Cette partie a consisté dans un premier temps a proposer une méthode de traitement
robuste du probleme de base, qui est 'approche basée sur 1’équation différentielle de
Riccati. La difficulté principale rencontrée réside dans la résolution de cette équation.
Afin de s’en affranchir, différentes méthodes de la littérature ont été testées avant
de porter notre choix sur la solution analytique exprimée a partir de la solution de
I’équation algébrique de Riccati ou la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Une difficulté
demeure cependant du fait du cotit de calcul et de I’espace nécessaire en mémoire. C’est
pourquoi, dans un deuxieme temps, une approche hybride, qui est la combinaison de
I’approche basée sur I’équation différentielle de Riccati et celle basée sur 1’équation
algébrique de Riccati, est étudiée dans 1'objectif de diminuer le cout de calcul.
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Une fois le probleme de base résolu, I'identification a ’aide de la stratégie basée
sur ’ERAC modifiée devient tres robuste face aux perturbations de mesures. Sa com-
paraison avec la méthode des filtres de Kalman étendus a encore une fois confirmé sa
robustesse dans notre contexte.

3.2 Extension au cas 2D élastique linéaire

3.2.1 Présentation du probleme d’identification

Pour traiter des essais réels sur les composites stratifiés, il est nécessaire de s’inté-
resser aux cas 2D ou 3D. Le premier pas dans ce sens est de s’assurer que les méthodes
développées dans le cas linéaire, qui seront la base des algorithmes en non linéaire,
restent pertinents dans le cas 2D.

Toujours dans l'idée de traiter les essais aux barres d’Hopkinson, I’exemple consi-
déré dans cette section est celui d’une plaque élastique, dont deux bords opposés sont
libres et deux autres sont sollicités en efforts et en déplacements. Notre objectif est
Iidentification du module d"Young et du coefficient de Poisson de la plaque a partir de
mesures redondantes sur ces deux bords opposés (figure 3.18).

0 Ug

d E,v? d
~e ~S
fd fd

Figure 3.18 — Probleme d’identification dans le cas 2D élastique

3.2.1.1 Fabrication des mesures

Ces mesures sont fabriquées comme dans le cas 1D par un calcul direct avec des
parametres matériau Ey, vy (tableau 3.1) et un effort de traction appliqué (figure 3.19)
dont la valeur maximum est de 200 kN /m.

La plaque utilisée est de dimension (10cm x 50cm) et d’épaisseur 1 em. Apres avoir
maillé la plaque par (5 x 50) éléments quadratiques de taille égale et utilisé un schéma
d’intégration explicite de Newmark, la simulation directe fournira des mesures exactes
pour le probleme d’identification. Puis, des perturbations de type gaussien sont ajoutées
a ces mesures exactes afin de tester la robustesse de la stratégie proposée. Dans ce cas,
les perturbations sont indépendantes les unes des autres en temps et en espace, tandis
qu’elles n’étaient indépendantes qu’en temps dans le cas 1D. Un exemple des mesures
obtenues pour différents niveaux de perturbation au point M de la plaque est présenté
figure 3.20.
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Eoy, vo F

Figure 3.19 — Essai numérique dans le cas 2D élastique
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Figure 3.20 — Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% a un coin de
la plaque pour un temps d’étude 7" = 0,095 ms
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3.2.1.2 Influence des parametres sur les conditions aux limites

A la différence du probleme 1D élastique linéaire, le probleme inverse dans ce cas
consiste a identifier deux parametres matériau : E et v. Il est donc nécessaire d’étudier
la sensibilité des conditions aux limites aux parametres. La figure 3.21 représente les
déplacements au point M obtenus pour le méme calcul direct décrit dans la section
3.2.1.1 avec différents jeux de parametres E et v.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08

temps (ms) temps (ms)

(]
-4 Il 11 I || ||
1 Iy Y
\

[\ v
-6 -6 v
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)
(a) Pour E = Ey (b) Pour v = vy

Figure 3.21 — Déplacements obtenus avec différents jeux de parametres E et v au coin
M de la plaque

Il est clair que l'influence du coefficient de Poisson sur les mesures est beaucoup
moins importante que celle du module d"Young pour I'essai de type traction-compression
tel que celui des barres d’Hopkinson. Il est donc probable que le coefficient de Poisson
soit difficile a identifier a partir d’un essai aux barres d’Hopkinson.

3.2.2 Probleme de base

La formulation du probleme de base dans ce cas est tout a fait équivalente a celle
du cas 1D élastique. Le probleme de base reste donc un probleme de minimisation sous
contraintes linéaires pour un jeu de parametres F et v. L’approche basée sur I’équation
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de Riccati est alors utilisée pour le résoudre. Il faut noter qu’en terme de mise en ceuvre
de 'approche dans un code EF sous Matlab, le programme est le méme que celui dans
le cas 1D élastique.

Afin de valider la qualité de la solution obtenue, le probleme de base est résolu
dans un cas ou les solutions de référence sont connues. C’est le cas des parametres
matériau de référence (E = Ey, v = 1) avec des mesures non perturbées. La figure
3.22 représente les déplacements a un coin de la plaque pour le probleme de base et le
calcul de référence. Il est clair que ces deux champs solution obtenus sont identiques, ce
qui confirme la qualité de ’approche basée sur I’équation de Riccati pour la résolution
du probleme de base.

x10° Ui (M) x10" Yy (M
= = solution du probléme de base 1.5f = = solution du probleme de base
== 1 solution de référence = 1 solution de référence
4 L S\
S KN 6 Noa 1 v
2f ol e v i
Tviviogb y v ok i
] 1 \ ‘ ] L B Y ]
FRERURVANRTS \ l
TR U VIV VN B )
— b ‘ i . L o~ AY r !
2 Y ‘J, v oY Uy b T\ \/\‘/ .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)

Figure 3.22 — Déplacements au point M dans le cas des parametres matériau de référence
et de mesures non perturbées

3.2.3 Identification des parametres matériau élastique

La stratégie d’identification est appliquée a l’exemple décrit précédemment (sec-
tion 3.2.1.1). Les courbes d’identification sont présentées figure 3.23 pour des mesures
perturbées a différents niveaux. La figure représente deux coupes de la surface repré-
sentant la fonction cott, la premiere pour le coefficient de Poisson de référence v = vy,
la deuxieme pour le module d’Young de référence £ = Ej,.

Cette figure montre que la stratégie proposée permet d’identifier le module d’Young
pour des mesures perturbées jusqu’a 20%. Cependant, cette méthode fonctionne moins
bien pour l'identification du coefficient de Poisson. L’explication réside dans le fait
que ce coefficient influence moins les conditions aux limites du fait de la nature de
I'essai, comme cela a été expliqué précédemment. Ce point se retrouve également dans
la comparaison des fonctions cotit en fonction du module E et du coefficient v. Pour des
mesures non perturbées, la premiere est de I'ordre de 1072, tandis que la deuxieme est
de lordre de 107°. Autrement dit, les erreurs associées a la fonction coiit caractérisent
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«10° fonction coiit «10° fonction cofit
1.2 5 . :
non perturbées non perturbées
1 - — - perturbées & 20% al T perturbées a 20%
S — el P
3t N\ 7° |----
2
1
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E/Ey VIVg
(a) pour v = 1 (b) pour E = Ej

Figure 3.23 — Fonctions cott pour des mesures perturbées a différents niveaux - cas 2D
élastique

essentiellement le module d’Young. Il est donc difficile d’identifier le coefficient de
Poisson a partir de ce type de 1'essai.

3.2.4 Conclusion sur le cas 2D élastique

Cette partie a mis en évidence la relative simplicité de 'implantation de la stratégie
d’identification pour un cas de géométrie plus complexe en s’appuyant sur un code
existant (sous Matlab) au LMT Cachan. Cela permet de traiter un cas avec un nombre
de degrés de liberté plus important que dans le cas de la poutre unidimensionnelle.
Aucune difficulté numérique supplémentaire n’a été rencontrée dans ce cas, confirmant
ainsi la robustesse de 'approche basée sur I’équation de Riccati pour le traitement des
instabilités rencontrées dans la résolution du probleme de base par la méthode de I’état
adjoint. De plus, les résultats d’identification sont également encourageants méme si le
coefficient de Poisson n’est pas bien identifié, ce qui est principalement une question
de choix d'un essai pertinent.

3.3 Extension au cas 1D élastique hétérogene

Dans cette section, 'exemple d’une poutre élastique hétérogene, constituée de quatre
blocs dont les modules sont différents et présenté dans la section 2.5, est reconsidéré
(figure 3.24). Le probleme d’identification consiste a chercher les modules d’Young de
la poutre en connaissant leur distribution spatiale.

L’objectif de cette partie ne réside pas dans 1’étude de 'extensibilité de la méthode
de résolution du probleme de base proposée au cas plus complexe d'une poutre hétéro-
gene. Il se concentre sur un algorithme performant de minimisation de la fonction cott
par rapport aux parametres matériau.
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3.3. Extension au cas 1D élastique hétérogene

Figure 3.24 — Poutre élastique hétérogene par bloc

3.3.1 Stratégie de minimisation de la fonction cotit

Dans [Fei03], une méthode de descente a pas fixe est utilisée. Cependant, comme
illustré au chapitre 2, cette méthode risque de converger lentement, ce qui conduit a
un nombre important de résolutions du probleme de base. Le cotit de calcul devient en
conséquence trop important.

Afin d’améliorer ce point faible, une combinaison de la méthode de descente a
pas optimale et de la méthode BFGS [Bry75] [Cai94] est étudiée. L’avantage de cette
version est de profiter des points forts de chaque méthode en éliminant leurs points
faibles. En effet, la méthode de descente a pas optimale en se basant sur le gradient
de la fonction cotit permet de converger rapidement lorsqu’on est loin de la solution.
Cependant, elle est de moins en moins efficace lorsqu’on s’approche de la solution car le
gradient devient de plus en plus petit. En revanche, une méthode de type quasi-Newton
comme la méthode BFGS converge de fagon quadratique a proximité de la solution. Au
contraire, en se basant sur le calcul du hessien de la fonction cott, la méthode BFGS
risque de diverger loin de la solution lorsque le hessien n’est pas forcément défini positif.

La minimisation de la fonction cout par rapport aux parametres matériau est ef-
fectuée d’abord par la méthode de descente a pas optimal, puis par la méthode BFGS
lorsque le gradient de la fonction cott est inférieure a une valeur choisie, par exemple
1072 dans notre algorithme. Le calcul est arrété si la différence relative entre les pa-
rametres matériau obtenus pour deux itérations successives vérifie un critere d’arrét
proposé. Le détail de la stratégie de minimisation est décrit dans ’algorithme 2.

La convergence de la stratégie combinée de la méthode de gradient a pas optimal
et de la méthode BFGS est d’abord présentée dans le cas de mesures non perturbées
pour des temps d’étude court et long (figure 3.25). Leur cout de calcul ainsi que la
précision de leurs résultats sont regroupées dans le tableau 3.5 afin de comparer avec
les résultats obtenus dans [Fei03].

Il est clair que la stratégie combinée est beaucoup plus performante que la méthode
de descente a pas fixe. Le gain obtenu dans ce cas au niveau du nombre de résolutions
du probleme de base est d’environ six fois, ce qui est tout a fait remarquable en temps
de calcul. Ce gain est d’autant plus important dans des cas plus complexes.

En comparant les résultats d’identification et le nombre de résolutions du probleme
de base de la stratégie combinée en fonction du temps d’étude, nous observons de
meilleurs résultats pour un temps d’étude long. Ceci s’explique par le fait que plus le
temps d’étude augmente, plus il y a d’informations sur le comportement du matériau
dans les mesures, et donc les parametres matériau sont mieux identifiés.
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Algorithme 2 Stratégie de minimisation de la fonction cout par rapport aux modules

des blocs F
e Initialisation : £ = E,,;
Calcul de la fonction cout J(FE;,;) et de son gradient Vg J(F;y,;) par la résolution
du probleme de base;

e Minimisation de la fonction cotiit par la méthode de descente a pas opti-

mal :
boucle

— Calcul de la fonction cout J(E) et de son gradient Vg J(E);

— Direction de descente donnée par la direction opposée du gradient de la fonction
cout ;

— Recherche linéaire : critere d’Amijo = nouveau jeu de parametre F ;

— critere d’arrét : Vg J(E) < 1072
fin boucle

e Mininisation de la fonction cotiit par la méthode BFGS :
boucle
— Calcul de la fonction cout J(E) et de son gradient Vg J(E);
— Approximation du hessien de la fonction cout et calcul de la direction de descente ;
— Recherche linéaire : critere d’Amijo = nouveau jeu de parametre F;
N

E —E,
Critere d’arrét : ————1 < 1073,

E@'ni
fin boucle
3.5 , 35 .
O ! 0 O | 0
3 | 3 I
g 225
. 1
3 25 3 I
5 . 5 o2 ——
g 2 ! 8 '
g : g 1.5 :
g 1.5 : g 1 \L
1 05f ———
1 1
1 0 |
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itération itération
(a) Pour un temps d’étude : T = 3Ty (b) Pour un temps d’étude : T'= 10Ty

Figure 3.25 — Convergence de la stratégie combinée pour des mesures non perturbées
U : méthode de gradient a pas optimal
U : méthode BFGS

102 These de doctorat - HM. NGUYEN
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Méthodes Descente a pas fixe | Stratégie combinée | Stratégie combinée
pour T'=1,57Tj pour T' = 3Ty pour T'=107j
(selon [Fei03])
Itération 500 32 20
Nombre de résolution 500 80 38
du probleme de base
Erreur 1% 1% 0.2%

Tableau 3.5 — Cout de calcul des méthodes de minimisation de la fonction cott par
rapport aux parametres matériau (7j est le temps d’un aller d’onde)

3.3.2 Remarque

L’application de la méthode d’ERAC modifiée au probleme de recalage de masse
et de raideur des structures en vibration [Lad94] est effectuée de maniere itérative.
Chaque itération se compose de deux étapes suivantes :

— Localisation des zones les plus erronées de la structure;

— Correction des zones les plus erronées.

La premiere étape consiste a estimer la qualité des parametres obtenus a 1'étape
précédente en utilisant la carte d’erreur, afin de sélectionner les parametres les plus faux
pour les corriger dans la deuxieme étape. C’est alors une fagon d’ajouter une informa-
tion supplémentaire sur le modele a ce probleme de recalage mal posé, la régularisation
du probleme se faisant ainsi au travers de l'algorithme de recalage.

Pour appliquer cette méthode a 'identification des modules d’élasticité dans le cas
d’une poutre hétérogene en dynamique transitoire, il est possible de localiser les zones
les plus fausses a l'aide de la carte d’erreur ou du gradient de la fonction cotit. Ce-
pendant, comme illustré figure 3.13, les erreurs ou les informations sur le modele se
propagent le long des trajets d’onde. Ainsi les zones correspondant aux bons para-
metres peuvent étre polluées par 'erreur des zones avec des mauvais parametres. De
plus, le fait de calculer des erreurs en espace intégrées sur le temps peut fournir des in-
formations tout a fait fausses. Par exemple, dans le cas de la poutre unidimensionnelle
présenté figure 3.13, en appliquant le processus de localisation ci-dessus, les modules
d’élasticité de la poutre sont erronés a un meéme niveau sur les quatre blocs pour un
temps d’étude T' = 1075, ou Tj est le temps d'un aller d’onde. Cependant, pour un
temps d’étude T' = 9, 5T, une moitié de la poutre a les modules plus faux que I'autre.
Ce processus de localisation et de correction ne peut donc pas étre appliqué directement
dans le cas dynamique transitoire.

3.3.3 Conclusion sur le cas 1D élastique hétérogene

Cette partie a permis de mettre en ceuvre une stratégie de minimisation de la
fonction cout par rapport aux parametres matériau a partir des champs solution du
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probleme de base. La méthode proposée est une combinaison de la méthode de descente
a pas optimal et de la méthode BFGS afin de profiter de leurs avantages respectifs.
Cette méthode s’avere beaucoup plus performante que la méthode de descente a pas
fixe utilisée dans le travail précédent [Fei03].

3.4 Conclusion

Ce chapitre s’est intéressé au traitement numérique robuste de la stratégie d’identi-
fication basée sur la méthode d’ERAC modifiée dans le cas de I’élasticité. Pour cela, il
faut avoir une méthode permettant de s’affranchir des problemes d’instabilité rencon-
trés dans la résolution du probleme de base et une stratégie performante pour minimiser
la fonction cotut par rapport aux parametres matériaux.

En effet, la résolution du probléeme de base par la méthode de 1’état adjoint conduit
a un systeme d’équations directes et adjointes couplées avec des conditions initiales et
finales en temps, ce qui pose un probleme d’instabilité liée a la présence de solutions
exponentielles croissantes parmi les solutions de 1’équation homogene associée a ce
systeme d’équations. Dans ce chapitre, une méthode issue du controle optimal basée
sur ’équation différentielle de Riccati, qui consiste a séparer les équations directes et
adjointes par l'introduction de nouvelles variables, est proposée. Elle semble robuste
quelques soit le temps d’étude. De plus, dans le cas de I'élasticité, une amélioration du
cotit de calcul par une approche appelée “hybride” est étudiée. Elle est également testée
dans le cas 2D sans poser de difficulté supplémentaire.

Une fois le probleme de base bien résolu, la stratégie d’identification basée sur
I’ERAC fonctionne bien, méme pour des mesures perturbées jusqu’a 60%.

Enfin, la question de la stratégie de minimisation par rapport aux parametres ma-
tériau a été étudiée dans le cas plus complexe d'une poutre élastique hétérogene. La
stratégie utilisée, qui est la combinaison d’une méthode de descente a pas optimal et
une méthode de type BFGS, s’avere performante dans le contexte traité.
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CHAPITRE
Stratégie
d’identification en non
linéaire et application
a un premier
exemple :
viscoplasticité

Dans ce chapitre, la formulation du probleme d’identification dans
le cas non linéaire est étudiée [Ngu06] ainsi que son traitement nu-
mérique robuste adapté. Puis, leur application au cas viscoplastique
est effectuée. Les résultats d’identification obtenus encourageants sont
présentés a la fin du chapitre.
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4.1. Présentation du probleme d’identification

Encouragée par la robustesse de la méthode d’identification basée sur I’'ERAC mo-
difiée dans le cas élastique face a des mesures fortement perturbées, I'extension de la
méthode au cas non linéaire est étudiée dans ce chapitre. La difficulté principale ré-
side dans le choix de 'erreur de modele et dans le développement d'une méthode de
résolution du probleme de base associé. Ce probleme de base est un probleme non li-
néaire de propagation d’ondes direct et adjoint couplé avec des conditions initiales et
finales en temps, appelé simplement “probleme aux deux bouts non linéaire”. Il pose
non seulement le méme probleme d’instabilité liée au couplage des problemes direct
et adjoint que dans le cas élastique, mais aussi la difficulté associée au comportement
non linéaire. Afin d’utiliser 'approche basée sur I’équation de Riccati développée dans
le chapitre 3, il est nécessaire d’approximer le probleme de base non linéaire par des
problemes linéaires successifs. Comme 'approche basée sur ’équation de Riccati traite
le probleme de fagon globale en temps, chaque approximation doit étre effectuée en
tous points de la structure et sur tout l'intervalle de temps.

Dans un premier temps, une premiere formulation de la stratégie d’identification
ainsi que sa méthode de traitement numérique seront développées de facon générale
pour un comportement non linéaire décrit par des variables internes. Puis, dans un
second temps, la stratégie sera appliquée a un cas de comportement non linéaire, ou la
question de la rupture n’intervient pas, le cas de la viscoplasticité.

4.1 Présentation du probleme d’identification

Nous nous plagons ici dans le contexte d’identification a la rupture, dans lequel
seuls les parametres des lois d’évolution caractérisant 'effet de vitesse sont recherchés.
Les lois d’état, quant a elles, sont normalement identifiées a partir d’essais statiques.
Comme en élasticité (section 3.2.1.1), 'exemple traité dans ce chapitre est celui d'une
poutre unidimensionnelle avec des mesures redondantes en effort et en déplacement a
ses deux extrémités : fd et ug.

Ug g
u

o p’ f:

fd fd

Figure 4.1 — Probleme d’identification d’un comportement non linéaire décrit par des
variables internes

Les équations régissant le systeme sont :
° Equation d’équilibre :
L L
/ [piiu* + o e(u)]de — ’fdu*‘ =0 Vu (4.1)
0 0
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e Conditions aux limites :

u(z,t)=uqs a x=1{0,L}

famt)=fs & x={0,L} (4.2)

e Conditions initiales :
u(z,0) =ug, u(z,0) =1
€(2,0) =0, X(z,0)=0

e Relation de comportement :
Nous étudions dans cette partie un probleme d’identification de parametres pour
une classe de comportements matériau non linéaires de type (visco)plastique.
Pour cette classe, il est toujours possible d’écrire les lois d’état sous une forme
linéaire par une formulation normale (voir par exemple [Lad85] [Lad99a] pour le
détail). La relation de comportement dans ce cas s’écrit alors :

(4.3)

— Lois d’état :
o=FE(ec—¢)

Vv hX (4.4)

— Lois d’évolution :
ép o o o By D (07 Y)
=) = [ 4
4.2 Formulation du probleme inverse

4.2.1 Formulation

Le probleme inverse dans ce cas est mal posé comme dans le cas élastique a cause
des conditions aux limites redondantes et bruitées fd, tg. De maniere analogue a ce qui
a été fait dans le cas du probleme élastique, une formulation se basant sur la minimisa-
tion de I'Erreur en Relation de Comportement modifiée [Lad83] associée au probleme
inverse est introduite. Comme seul le parametre p caractérisant les lois d’évolution
est recherché, les équations d’équilibre, les lois d’état et les conditions initiales sont
a mettre dans le groupe fiable. Les lois d’évolution et les conditions aux limites sont

considérées comme non fiables, ce qui amene a la séparation en deux groupes suivante
(tableau 4.1).

Fiable Non fiable

Equilibre : —pii+ div(c) =0 Cond. aux limites : 7y et fy

Loi d’état : o=E(e—¢) Loi d’évolution : ép = B1(0,Y)
Y =hX —X = By(0,Y)

Cond. initiales :  u(z,0) = ug, u(z,0) =y

Tableau 4.1 — Relations fiables et non fiables dans le cas non linéaire
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4.2. Formulation du probleme inverse

Le probleme inverse s’exprime alors :

Trouver les champs u,0,Y, €,, X, uq, fq et le parametre p minimisant :

T L a ~ L
J—/O {/0 D(U,Y,ep,X)d:c—i—E‘(fd—fd) O}dt (4.6)

L

sous les contraintes :

uwCAawug, o DAAf;, Clenu, —pi+divic)=0, c=FE(e—¢,), Y =hX

ouD(0,Y,€,, X) est I'erreur de modele liée au fait que les lois d’évolution sont relachées.

4.2.2 Erreur de modele

Plusieurs choix pour ’erreur de modele sont possibles, parmi lesquels, citons :

I. Erreur aux moindres carrés
Cette erreur est définie simplement par 'écart aux moindres carrés sur les lois
d’évolution, qui sont relachées dans la résolution du probleme inverse :

1 2 1 ) 2
D= ép—Bl(a,Y)] +§[—X—B2(0,Y) (4.7)
Bien qu’elle soit celle qui s’appuie le moins sur un contenu mécanique, cette erreur

est la plus simple a mettre en ceuvre.

II. Erreur au sens de Drucker

L’usage de l'erreur au sens de Drucker se limite aux matériaux non adoucissant
pour garantir sa positivité, ce qui ne permet pas de traiter la rupture. C’est pourquoi,
cette erreur n’est plus étudiée dans le cadre de ce travail.

I1I. Erreur de Legendre-Fenchel

L’erreur de Legendre-Fenchel, qui se base sur les potentiels de dissipation associés
aux lois d’évolution, semble posséder le plus fort contenu mécanique. Comme ce qui a
été fait dans le cadre de 'estimation d’erreur [Lad99b], 'erreur de Legendre-Fenchel
est formulée de la facon suivante :

D = (&, —X) +¢"(0,Y) —0: ¢, — R(—X) (4.8)

oll p(€é,, —X) et ¢*(0,Y) sont les potentiels de dissipation, qui sont définis par exemple
pour un matériau viscoplastique de Prandtl-Reuss comme suit :

ky /o] =Y —Ry\™™"!
¢ (0,Y) = <| | ? 0>
n, +1 v + (4.9)

. . . Ty o\ T . .
(€, —X) = Ry X + kvnv 1 (X))t + (¢, —X)
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avec U(é,, —p) la fonction indicatrice du convexe e : €, —p <0, Tr[é,] =0

IV. Choix de l’erreur de modele

Pour tous les types d’erreur présentés, le probleme formulé est un probleme de
minimisation non linéaire sous contraintes, ce qui est beaucoup plus compliqué que le
probléme inverse quadratique linéaire du cas élastique (chapitre 3 - section 3.1.3).

Afin d’appliquer ce qui a été fait dans ce dernier aux cas non linéaires, nous cher-
chons & exprimer le probleme (4.6) sous la forme d’une minimisation d’une fonction
quadratique sous des contraintes non linéaires, puis a le linéariser pour obtenir un
probleme quadratique linéaire.

Pour cela, les deux groupes de variables suivants sont d’abord définis :
o=FE(e—¢,)

— €, et X vérifiant les lois d’état : { X hy

, . . s . € o
— €¢ et X° vérifiant les lois d’évolution : | 2 _| = B(|,|)
P - X Y
L’erreur de modele sera exprimée en fonction de ces groupes de variables. Pour cela,
I’erreur en dissipation semble difficile a utiliser, tandis que ’erreur aux moindres carrés
est bien adaptée. Deux variantes de cette derniere peuvent étre considérées :

a. Moindres carrés sur la vitesse des variables internes :
L. ce\2 y e 2
D=(6—&) o[- X - (=x)] (4.10)
b. Moindres carrés sur les variables internes :

D=l +5[ X~ (-x9)] (4.11)

Parmi ces deux erreurs aux moindres carrés, la premiere représente mieux le fait
que les lois d’évolution sont relachées dans la résolution du probleme inverse, puisque
les lois d’évolution portent sur la vitesse des variables internes. La deuxieme, qui est
basée sur les variables internes elles-mémes, moyennera en fait I'erreur liée aux lois
d’évolution relachées et sera donc moins sensible aux parametres. Ainsi, le probleme
inverse formulé a partir de la deuxieme erreur aux moindres carrés fournira des résultats

d’identification moins bons que celui basé sur la premiere. Cela est illustré plus loin
(section 4.5.3).

4.2.3 Processus de résolution du probleme inverse

La résolution du probleme inverse (4.6) est effectuée comme dans le cas de ’élasticité
par un processus en deux étapes :
e résolution du probleme de base pour des parametres p fixés;
e évaluation de la fonction cotut J (probleme 4.6) grace aux champs solution du
probleme de base afin d’identifier les parametres du matériau en la minimisant.
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4.3. Méthode LATIN pour le probleme direct

La difficulté principale réside dans la résolution du probleme de base, qui est un
probleme de minimisation sous contraintes en non linéaire. La discussion dans la section
1.5.2 du chapitre 1 a montré la nécessité d’utiliser une méthode tel que la méthode
LATIN [Lad85] [Lad99a], qui est développé pour le probleme direct, pour linéariser le
probleme sur tout l'intervalle de temps d’étude afin d’appliquer ce qui a été développé
dans le cas élastique.

Une fois la solution du probleme de base déterminée, la minimisation de la fonction
cout par rapport aux parametres matériau sera réalisée comme dans le cas de 1’élasticité
par 'approche combinée d’une méthode de descente a pas optimal et de la méthode
BFGS sans poser aucune difficulté supplémentaire.

Avant de discuter de I'adaptation de la méthode LATIN au probleme inverse (sec-
tion 4.4), la méthode LATIN est d’abord présentée pour le probleme direct (section
4.3).

4.3 Méthode LATIN pour le probleme direct

La méthode LATIN [Lad85], c’est-a-dire LArge Time INcrement method en anglais,
ou méthode a grand incrément de temps en francais, a été développée au LMT Cachan
depuis une vingtaine d’années pour la résolution de problémes directs non linéaires.
Une présentation compléte de cette méthode se trouve dans [Lad99al. Dans cette partie,
seuls les points principaux de la méthode LATIN seront présentés pour la simulation
d’une poutre encastrée d’un coté et soumise a un chargement en effort de 'autre.

L’idée de la méthode LATIN est de partir d’'une approximation parfois grossiere de
la solution du probleme en tous points de la structure et sur tout l'intervalle de temps,
puis de chercher a améliorer automatiquement la qualité de la solution a travers une
succession d’itérations. Nous disposons donc d’'une solution approchée en tous points de
I’espace et sur tout l'intervalle de temps. Le caractere non incrémental de la méthode
LATIN est sa différence principale par rapport aux méthodes classiques [Bat82] [Sim98|,
qui consistent a construire la solution du probleme pas de temps par pas de temps.

La méthode LATIN se base sur les trois principes suivants :

principe 1 : séparation des difficultés;
principe 2 : réalisation d'une approche itérative en deux étapes;

principe 3 : utilisation d’approximations temps-espace pour le traitement du pro-
bleme global défini sur I'espace - temps.

Parmi ces principes, le dernier semble difficile a appliquer aux probléemes en dyna-
mique, car I'espace et le temps sont couplés dans ce cas. Seuls les deux premiers seront
utilisés dans ce travail.

4.3.1 Séparation des difficultés

Afin d’éviter un traitement simultané des caracteres non linéaire et global en temps
du probleme, le premier principe de la méthode LATIN consiste a séparer les équations
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en deux groupes :
e un groupe d’équations locales en variables d’espace, éventuellement non linéaires.
Il s’agit ici des lois d’évolution.
L’ensemble des solutions de ce premier groupe d’équation définit un espace, noté
I:
r= {§: (@, X,5,7) | sverifie (4.5)} (4.12)

e un groupe d’équations linéaires, éventuellement globales en variables d’espace.
Il se compose de :
— I’équation d’équilibre ;
— les lois d’état ;
— les conditions initiales ;
— les conditions aux limites.
L’ensemble des solutions du deuxieme groupe d’équations définit un espace d’ad-
missibilité noté A, :

Ag = {s = (€, X,0,Y,u, fa,uq) | svérifie (4.1), (4.3), (44),ug =11q a x =0,

et fd:fd a {L‘:L}
(4.13)

La solution s, du probleme direct est alors a I'intersection de ces deux espaces :

Sex — I'n Ad (414)

4.3.2 Approche itérative en deux étapes

Le second principe de la méthode LATIN consiste a proposer une résolution itéra-
tive entre les deux espaces A, et I' pour s’approcher au fur et a mesure de la solution s,
du probleme. Ceci est effectué en deux étapes pour chaque itération. Supposons la so-
lution a Iitération n connue, une solution s,, 1 plus proche de s., est cherchée a travers :

Sh+1/2 r
H7 \H*
© © Ad
Sex Sn+1 Sh

Figure 4.2 — Représentation schématique du principe de la méthode LATIN
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a. Etape locale :

Dans cette étape, les équations non linéaires et locales en espace de 'espace I" sont
résolues suivant une direction de recherche notée H'. Ceci correspond en fait a un
espace linéaire qui transmet les informations de la solution de 'espace Ay de 'itération
précédente a 'espace I'. Dans cet espace,

- les données sont : s, = (€pn, Xn, 00, Yn) ;

- les variables cherchées sont : 5,112 = (€, X,0,Y);

- les équations a résoudre s’écrivent :

g
% ZB(_?D
] ] (4.15)
@~ € | lﬁ—an]
Pt | = HY S
. _—(X—Xn)_ Y_Yn

La direction de recherche H' déterminée & ’étape précédente peut étre choisie
comme une :

e Direction verticale : (H™)™' =0
o=o0
C .. 1. . o n
eci implique { oy,

Les éléments 5,41/> de l'espace I' sont alors calculés de maniere explicite avec
cette direction de recherche.

e Direction conjuguée a la direction de descente H~ :  H* = (H™)T
L’avantage de cette direction est de permettre une convergence plus rapide de la
stratégie itérative LATIN [Lad99a]. Cependant, elle nous conduit a résoudre une
équation non linéaire en chaque point de ’espace et du temps apres avoir utilisé
un schéma d’intégration d’ordre 1, par exemple la #-méthode.

e D’autres directions de recherche H" sont considérées dans la littérature. Cepen-
dant, elles sont moins efficaces que la direction verticale en terme de mise en
ceuvre et que la direction conjuguée a la direction de descente en terme de vitesse
de convergence. Les études détaillées de ces directions de recherche se trouvent
dans [Lad99a].

b. Etape globale :

La recherche des nouveaux éléments s, dans 'espace A, est réalisée suivant une
direction H~ a partir de ’espace I'. Dans cet espace,

- les données sont : 5,110 = (6,, X,0,Y);
- les variables cherchées sont : s,41 = [€pn+1, Xnt1, Ont1, Yot
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- les équations a résoudre sont :

( —pii+div(o) =0
o=FE(e—¢,)
Y=hrX (4.16)
Ep'n—l-l - 5;11\ —H- |:O-n+1 - ;‘:]
[ |~ (X — X) Y1 =Y

La direction de recherche H~ est déterminée a partir des éléments de ’espace I'. Le
systeme d’équation obtenu est donc global en espace mais linéaire. 11 est donc résolu en
utilisant la méthode des EF et un schéma d’intégration temporelle tel que la méthode
des trapezes ou la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

Le choix de la direction de recherche H~ a fait I'objet de nombreuses études
[Lad99a], qui montrent que l'utilisation de la direction tangente par rapport a l’es-
pace I' conduit a la convergence la plus rapide pour la stratégie itérative LATIN.

c. Test de convergence :

Pour une méthode itérative comme la méthode LATIN, il est nécessaire d’obtenir
une estimation de la qualité de la solution calculée afin d’avoir un critere d’arrét.
Différents indicateurs d’erreur sont étudiés dans [Lad99a]. Leur idée est la méme. En
fait, les éléments s,, de I'espace Ay vérifient toujours ’équation d’équilibre et les lois
d’état. La qualité de la solution globale est alors estimée a partir de la non-vérification
des équations non linéaires de ’espace I, qui correspondent aux lois d’évolution. Cette
non satisfaction peut étre quantifiée :

e grace a l'erreur en dissipation :

fo [ ©(€p, — @(U,Y)—U:ép—i-RX] dx
€ =sup (4.17)
Ly [ oléy,—X) +¢°(0,Y)] duw
e grace a l'introduction des éléments s,,1 dans les lois d’évolution :
/ -
2 ff[ Bl<a V) dr
€, =Sup | —7 L
=T fo fo Bi(0,Y))?] dx dt
- 2 (4.18)
fo [X BQ (o, Y)} dx
€5 = sup
<t LS [ (Balov))?] dwdt
\

Entre ces deux types d’indicateur d’erreur, le premier présente le plus fort contenu
mécanique, tandis que le deuxieme est le plus facile a mettre en ceuvre. Leur utilisation
dépend alors de chaque probleme.
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4.4 Reésolution du probleme de base

Afin de simplifier ’écriture, nous considérons uniquement par la suite 'erreur de
modele de type des moindres carrés sur la vitesse des variables internes (4.10). Le cas
de l'erreur aux moindres carrés sur les variables internes (4.11) est tout a fait similaire.

Le probleme de base pour le premier type d’erreur quadratique de modele (4.10)
s’écrit sous la forme suivante :

Trouver les champs u,0,Y, €,, X, €, X uq, fa minimisant :

DI
L

1= [ Hieo e+ %+ 59 ot 20— T+ Jwa— ] Ja

sous les contraintes :
uCAauy, oDAaf;, Clenu, —pi+div(oc)=0,
0 = E(E - ep)u
Y =hX, (4.19)

RARL)

De fagon similaire a ce qui a été fait dans le cas du probleme direct, I'application de
la méthode LATIN a la résolution du probléeme de base est basée sur les deux principes
suivants :

4.4.1 Séparation des difficultés

Dans la résolution du probléme direct par la méthode LATIN, I'espace I' est défini
par I'ensemble des éléments vérifiant les lois d’évolution. Cependant, pour le probleme
inverse, ces lois d’évolution sont relachées. Ceci pose donc une question de fond sur la
séparation des équations du probleme : “Que deviennent les espaces Ay et I' dans le
cadre du probleme inverse ?”.

Pour répondre a cette question, l'idée initiale de la méthode LATIN est reprise.
Elle consiste a définir ’espace I' comme ’ensemble des éléments vérifiant les équations
non linéaires, qui ne sont pas forcément les lois d’évolution. Les deux espaces I' et
Ay caractérisant le probleme de base associé au probleme inverse sont alors introduits
comme suit :

e L’espace I' est défini comme 'ensemble des solutions des équations non linéaires

avec €, et X°. Il représente un espace des lois d’évolution relachées :

)
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e L’espace A, est défini comme 'ensemble des solutions de I’équation d’équilibre,
des conditions initiales, des lois d’état qui minimisent la fonction cott .J ci-dessus

(probleme (4.19)).

Ay = {S = (€, X, €5, X 0,Y, u, f4,uq) | sminimise .J et vérifie (4.1), (4.3), (4.4)}
(4.21)

) Tp)

La solution s, du probleme de base correspond a l'intersection de ces deux espaces :

Sex — I'n Ad (422)

4.4.2 Approche itérative en deux étapes

Pour mettre en ceuvre la résolution du probleme de base par la méthode LATIN,
il nous faut tout d’abord avoir un champ solution pour initialiser la stratégie itérative.

Les trois initialisations suivantes ont été considérées :
— Par le calcul €élastique :

La méthode classique d’initialisation est d’injecter la solution du probleme de
base pour le matériau élastique linéaire. Ce choix risque de créer une solution
tres fausse a la premiere étape, ce qui a pour conséquence de faire diverger la
stratégie itérative LATIN des la premiere itération. Une amélioration possible est
d’initialiser par un champ solution d’amplitude 80% de celui obtenu par le calcul
élastique.

Par une résolution du probléme de base avec des forces appliquées :
La deuxieme fagon d’initialiser est de résoudre le probleme avec uniquement des
forces appliquées. Le probleme devient alors un probleme direct.

Par la solution du probléeme de base précédent :

La résolution du probleme inverse se divise en deux étapes : résoudre le probleme
de base avec des parametres fixés du matériau, puis changer les parametres grace
au gradient calculé. L’initialisation peut donc étre effectuée en utilisant la solu-
tion du probleme de base associé aux parametres précédents.

Une fois I'initialisation choisie, comme dans le cas du probleme direct, 'approxima-

tion de la solution s., est obtenue a I'aide d’un schéma itératif. En supposant que les
éléments des espaces I' et A, sont connus a l'itération n, nous cherchons a déterminer
les éléments a l'itération (n + 1) plus proches de la solution du probléme s, en deux

étapes :

a. Etape locale

La résolution locale en espace des équations non linéaires de I'espace I' est réalisée
en utilisant les informations transmises de I'espace Ay de l'itération n a travers une

direction de recherche H* (figure 4.3).
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Sn+1/2 r

hd
Sex Sn

Figure 4.3 — Etape locale a l'itération n

Dans cette étape,

A . _ e e
- les données sont : s, = (e, Xy, 00, Y3)
- les variables cherchées sont : 5,12 = (€5, X¢,0,Y);

- les équations a résoudre sont :

I
o~

([ &
€p'
_Xe

/'E e ~
Ep' Gpn ] _ H+ |:g\ Un:|

| —(Xe - X?)

)

(4.23)

b. Etape globale

Une fois la solution 5 de 'espace I trouvée, les nouveaux éléments s, de 1'espace
A, sont déterminés suivant une direction de recherche H~ (figure 4.4). Pour simplifier
'écriture, les variables s,41 de cette étape sont écrites sans I'indice de 'itération (n+1).

Sh+/2 r
H-
— O Ad
Sex Sn+1

Figure 4.4 — Etape globale a l'itération n

Dans cette étape,
- les données sont : 5,11/ = (€5, X¢,0,Y);

3 A . J— € € .
- les variables cherchées sont : s, 41 = (e5, X¢,0,Y);
- le probleme a résoudre est :
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Trouver les champs (u,0,Y, ¢,, X, €5, X, uq, fa) minimisant :
L

J— /OT {/f%[“p‘éﬁf (=X X o S - 2|+ g)wd —ﬁd)2’§}dt

sous les contraintes :
uwCAaug, oDAaf;, Clenu, —pi+div(oc)=0,
0= E(E - ep)a
Y=hXx (4.24)

Comme on I'a montré précédemment, la résolution itérative du probleme de base
(4.19), qui est un probleme de minimisation d'une fonction cout quadratique sous
contraintes non linéaires, en deux étapes, en linéarisant son espace de contraintes,
ne correspond pas au cas de la stratégie LATIN pour le probléeme direct. Une question
peut alors se poser : “Les directions de recherche ont-elles besoin de caractéristiques
supplémentaires ?”

La réponse est “oui”. Il faut que la direction de descente H~ de I’étape locale vers
I’étape globale soit tangente par rapport a l'espace I' des lois d’évolution relachées
(4.20). La démonstration est présentée dans la section suivante (section 4.4.3).

4.4.3 Caractéristique de la direction de recherche

Afin de démontrer les caractéristiques de la direction de recherche H~ pour que la
solution obtenue par la résolution itérative soit la solution du probleme de base, il est
nécessaire de faire la comparaison des équations obtenues.

I. Systeme d’équation du probleme de base
Afin de ne pas alourdir I’écriture, le probleme de base simplifié suivant est étudié :

4 1
Trouver (u, y) minimisant : / / —(u—1y)* dQ +/ e (u — @)% ds p dt
0 Q2 o0 2

sous les contraintes :

i+ g(u,y) =0
{ (. 0) — v, (4.25)
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Le Lagrangien associé au probleme de minimisation sous contraintes s’écrit donc :

L:/OT/Q(u—y)QdetJr/OT/moz(u—ﬂ)zdsdtJr/OT/Q)\(qug(u,y))det

La condition de stabilité du Lagrangien (0L = 0) permet alors d’aboutir au systeme
d’équations a chaque instant ¢ € [0,7] :

/Q[—H(u—y)Jr (%) )\}dQJr/ma(u_a)dS:O

—(u—y)+(g—§):0 Vo €

t+g(u,y) =0 Veel

(4.26)

u(z,0) = ug

avec des conditions aux limites en temps : { Ao, T) =0

II. Systeme d’équation du probleme itérative en deux étapes
Le probleme (4.25) est résolu par la stratégie itérative issue de la méthode LATIN
en deux étapes :

a. Etape locale :

Calcul des variables s = (u,7,q) vérifiant la contrainte non linéaire du probleme
(4.25) suivant une direction de recherche H* avec les variables s, déterminées a 'ité-
ration k : A

u — uk]

g =g,y avec: g—gr=H"' |.
g=9(1,7) J— gk {y_yk

b. Etape globale :
Calcul des variables s,,+1 = (u,y, g) minimisant :

/OT{/Q%(U—ZJ)2 dQ+/m%(u—a)2 ds}dt (4.27)

sous les contraintes :
u+g=20

~ _|lu—1
—O=—H !
R
u(z,0) = ug

ou H~ est une direction de recherche calculée a partir des quantités de 1’étape
globale.
Le Lagrangien associé au probleme (4.27) s’écrit :

L= /OTZQ(U—y)dedt—I—/OT/aQa(u—ﬁ)stdt—i-

+/ //\(u+H;(u—a)+H;(y—g,7)+§) dQdt
0 Q
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La stationarité du Lagrangien nous conduit au systeme d’équations suivant pour
chaque U'instant ¢ € [0, 7] :

/[—A+(u—y)+HlA]dQ+/ au—@)ds =0

9 _ o0 (4.28)
—(u—y)+Hy;A=0 Vre

t+H (u—u)+Hy (y—9)+g=0 VreQ

c. A la convergence :
Une fois que la stratégie itérative a convergé, les champs solution a I’étape locale
“concident” avec ceux de 1’étape globale :

u=u
g: vy (4.29)
9=9(uy) = g(u,y)
Le systeme d’équations (4.28) devient alors :
/ [—A+(u—y)+H;A]dQ+/ a(u—a)ds =0
Q 09 (4.30)

—(u—y)+H; A=0 VYreQ
t+g(u,y) =0 Vrel

III. Caractéristique de la direction de recherche

Apres avoir comparé les équations des systemes (4.26) et (4.30), nous constatons
que pour qu’ils soient équivalents, la direction de recherche H~ doit étre la dérivée de
la fonction non linéaire g(u,y) par rapport aux variables u,y :

u (4.31)

Autrement dit, pour que la solution obtenue par la stratégie itérative issue de la
méthode LATIN soit la solution du probleme de base, la direction de recherche de
I’étape globale vers I’étape locale doit étre tangente a I’espace I' défini par les contraintes
non linéaires du probleme de base.

4.4.4 Conclusion sur la résolution du probleme de base

L’application de la méthode LATIN a la résolution du probleme de base demande
une modification par rapport au probleme direct car les lois d’évolution ne sont plus
vérifiées. Pour ce probleme, les relations sont séparées en deux groupes qui définissent
les deux espaces suivants :
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— L’espace I', dont les éléments vérifient les équations non linéaires des lois d’évo-
lution relachées. Une relation de comportement relachée a ainsi été introduite.

— L’espace Ay, dont les éléments vérifient exactement les équations d’équilibre, les
lois d’état, les conditions initiales en minimisant 'ERdC modifiée.

La résolution est alors itérative entre ces deux espaces afin de trouver leur inter-
section correspondant a la solution du probleme. Plus précisément, la détermination a
l'itération (n + 1) de la solution s, “meilleure” que celle de l'itération n est effectuée
comme suit :

— A partir de 'espace Ay de l'itération n, nous cherchons les éléments 5 de I'espace

I' suivant une direction de recherche H*;

— Puis, a partir de ces éléments 3, les éléments s,,.1 de 'espace A, sont déterminés
suivant une direction de recherche H™, qui doit étre tangente par rapport a
I’espace I'.

Cependant, I'application de cette stratégie de résolution pour différents compor-
tements matériau peut demander des techniques adaptées, surtout dans le cas de la
rupture matériau. Dans la partie suivante (section 4.5), un cas en viscoplasticité, qui est
un comportement non linéaire ne présentant pas les difficultés associées a la rupture,
est tout d’abord étudié.
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4.5 Application au cas 1D viscoplastique

4.5.1 Présentation du probleme d’identification

Dans le probleme traité dans cette partie, nous cherchons a identifier les parametres

k., n, caractérisant les lois d’évolution d’'un matériau viscoplastique a écrouissage iso-

trope de Prandtl-Reuss. Le comportement de ce type de matériau s’écrit comme suit :
+ Lois d’état :

o=FE(e—¢,)

R—hp (4.32)

+ Loi d’évolution :

)= ([3]) = (A=2=2)" 3] s

L’essai utilisé est celui d'une poutre unidimensionnelle sollicité en dynamique dont
les conditions aux limites en effort et en déplacement f,;, iy sont mesurées a ses deux
extrémités sur un intervalle de temps [0, 7.

~e
ud

k-
fa

ky, Ny ? I
fd

Figure 4.5 — Probleme d’identification dans le cas 1D viscoplastique

4.5.1.1 Fabrication des mesures

Comme dans le cas élastique (section 3.1.1), un calcul direct est effectué pour créer
les mesures exactes en simulant une poutre de longueur L = 0,5m, de section S =
1 em?, encastrée d’'un coté et soumise a un chargement en effort de 'autre coté, dont la
valeur maximum est F,,, = 35 kN (figure 4.6). Les parametres matériau utilisés dans
ce calcul sont les valeurs de référence du matériau décrites dans le tableau 4.2.

F

7% Ko, Moo —FP

Figure 4.6 — Essai numérique dans le cas 1D viscoplastique

Pour ce calcul, deux méthodes de résolution sont possibles : soit une méthode in-
crémentale, soit la méthode LATIN pour le probleme direct. Cependant, pour garder
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Module d’Young : £ = 200 GPa Seuil de plasticité : Ry = 84 M Pa
Coef. de Poisson : v =10,3 Coef. d’écrouissage : h = 6400M Pa
Densité : p =800 kg.m™3 Coef. de viscosité : k=1
Célérité des ondes : C = 15800 m.s~* Moo = 3,2

Tableau 4.2 — Propriétés matériau viscoplastique

I'objectivité de la stratégie d’identification il est nécessaire que la fabrication des me-
sures et 'identification utilisent des schémas d’intégration différents. Comme une mé-
thode de type LATIN est utilisée dans le probleme inverse, une méthode incrémentale
utilisant un schéma de Newmark en déplacement et une #—méthode (0 = 0,5) pour les
variables internes est donc retenue dans le calcul direct.

A partir du calcul direct, les efforts et les déplacements obtenus aux deux extrémités
de la poutre sont utilisés comme conditions aux limites du probleme d’identification. La
robustesse de la méthode d’identification est ensuite testée en ajoutant une perturbation
aux conditions limites en vitesse et en effort. Un exemple de conditions aux limites non
perturbées et perturbées a 20% pour un chargement de type plateau est présenté figure

4.7.

150

ol =T ax=0 | TV ia- ax=0
non perturbées ax=1L - Ax=1L
~
4 100
L e
= 2t - ) /“‘
2 ! 2 s0f 7
S [ .
kS Oﬁ ".;’ 1
v
-4 -50
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)
x 10

perturbées a 20%

vitesse (m/s)

forces (N)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)

Figure 4.7 — Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20% pour un char-
gement de type plateau en effort - cas 1D viscoplastique
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4.5.1.2 Remarque sur le choix du type de chargement

Deux types du chargement sont considérés dans cette partie : un demi-sinus et un
plateau. Comme on le verra plus loin (section 4.5.4), ce choix influence beaucoup les
résultats d’identification. Cette influence peut en fait étre prévue a partir de 1’énergie
dissipée dans la poutre en fonction du temps (figure 4.8).

-3

x 10
3 . e dissipé 0.3
’g energle dissipee fg énergie dissipée
_____ 2 . 2 . 0.25
K 25 énergie élastique s | == énergie élastique
E 2 !’\ ————— énergie/6 % 0.2
g 1
LENEN . ~
2150 g ~._® g 0.15
& . ~ %
g I A 5
g 1 - . g o1
0 1 ~, ~. o 0
05} ; N 0.05
ol ‘ ‘ LN ob—
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)
(a) chargement de type : demi-simus (b) chargement de type : plateau

Figure 4.8 — Energie dissipée et énergie élastique obtenues par des calculs directs pour
différents types de chargement - cas 1D viscoplastique

Le figure 4.8.a représente l'énergie dissipée dans la poutre pour un chargement
de type demi-sinus. Elle n’évolue que dans deux parties : au début du temps d’étude
correspondant au pic du chargement, ainsi que vers l'instant ¢ = 0, 04 ms correspondant
au moment ou l'onde arrive a ’encastrement et ou la valeur de la contrainte double
a cette extrémité. Pour le reste, elle n’évolue presque pas. Ainsi la plasticité ne se
concentre en espace que vers les deux extrémités de la poutre. De plus, I'énergie dissipée
dans la poutre est beaucoup plus petite que I’énergie élastique (environ de 12 fois). Il est
probable que les parametres k,, n, caractérisant la loi d’évolution de la viscoplasticité
soient difficiles a identifier a partir des mesures fabriquées par un chargement de type
demi-sinus.

Au contraire, le chargement de type plateau fournit une énergie dissipée trois fois
plus grande que I'énergie élastique (figure 4.8.b.). De plus, elle évolue sur tout le temps
d’étude, c’est-a-dire que la plasticité apparait tout le long de la poutre. Ainsi, I'identi-
fication pour les mesures créées par ce type de chargement sera plus facile que dans le
cas précédent.

4.5.1.3 Pertinence de la gamme de parametres étudiée

Afin d’identifier les parametres kg, n,0 du matériau, un jeu initial de parametres
k,,n, est utilisée pour commencer la résolution du probleme inverse.
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Dans le cas de la poutre élastique (chapitres 2, 3), le module d’Young initial est deux
fois plus raide que la valeur de référence, c’est-a-dire que la structure se déforme deux
fois moins pour le méme chargement. Cette initialisation est donc considérée comme
assez pertinente pour 'identification, puisque elle est suffisamment éloignée de la valeur
cible.

Pour le comportement viscoplastique, I'influence des parametres matériau n’est pas
aussi évidente. Le probleme direct est donc étudié pour différents jeux de parametres
et les relations entre la contrainte et la déformation sont présentées dans les figures 4.9,
4.10. La gamme de parametres traitée dans le probleme inverse est considérée comme

suffisamment large pour que la méthode d’identification proposée soit appliquée sur un
cas pertinent.

400 400
300 N N 300 .
T 200 ' J Gl i
g ; ! S 200 ,
= ' 1 =3 1
@ 100 / . g 100
% 0 ,’I ! % 0 !
< n "v v g K’ = KI
S n v _ Vo085 Vo7 S K, K, — =08 Y
© -100fY=16 —=1 7 o -100}—=15—=1
o VO vo "vo ko Ko o Ko
-200 -200
0 0.0020.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
déformation déformation
(a) pour : k, = kyo (b) pour : n, = n4o

Figure 4.9 — Courbe contrainte - déformation a proximité de la zone d’application des

efforts de la poutre pour différents jeux de parametres du matériau - chargement de
type demi-sinus
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S 100 S 100
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0 0
0 0.005 0.01 0.015 0 0.005 0.01 0.015
déformation déformation
(a) pour : ky = kyo (b) pour : n, = ny

Figure 4.10 — Courbe contrainte - déformation au milieu de la poutre pour différents
jeux de parametres du matériau - chargement de type plateau
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4.5.1.4 Remarque sur les oscillations numériques

Comme la fabrication des mesures et la résolution du probleme de base sont réa-
lisées numériquement, il faut faire attention a la présence d’oscillations numériques
dans les résultats. En effet, pour toute simulation numérique des problemes de choc, le
contenu des modes a haute fréquence, qui ne sont pas représentatifs du modele continu,
peut étre considérable. Ils sont sollicités lors de l'intégration numérique et conduisent
a la présence de modes parasites non désirés [Neu50], [Hil77]. Pour le matériau visco-
plastique, ces parasites existent méme s’ils sont moins importants que dans le cas d’un
matériau élastique, tel que celui de la figure 4.11, ou I'on présente la contrainte normale
de la section S a proximité de ’encastrement pour un chargement de type demi-sinus.

x10 3 contrainte (M Pa) %10 3 contrainte (M Pa)
0.05 sans viscosité artificielle -0.06
— — — avec viscosité artificielle
—0.08
0 ) e
Zoom -
008 o e
-0.12
-0.1 A
2 -0.14 2
x10™ x10~
o 2 = 6 8 10 2 3 4 5
temps (ms) temps (ms)

Figure 4.11 — Contrainte a la section a proximité de ’encastrement - chargement de
type demi-sinus

Afin d’amortir ces parasites, différentes méthodes sont proposées comme 1'utilisa-
tion d'un amortissement numérique [Neu50], du schéma Galerkin discontinu [Joh93] ou
du schéma o-HHT [Hil77]. Pour ne pas limiter le choix du schéma d’intégration numé-
rique utilisé dans le probleme inverse, un amortissement numérique est alors ajouté a
I’équation d’équilibre :

L L
/ [piu+oe(u’) + pEé(u) e(u)]de — ‘fd u*‘o =0 (4.34)
0

ou u est le coefficient présentant le rapport entre la déformation due a la viscosité
artificielle et la déformation élastique.

Le figure 4.11 compare la contrainte normale de la section S sans ou avec 'utilisation
de la viscosité artificielle (1 = 0,01). On observe la méme évolution de la contrainte
normale dans les deux cas, mais les hautes fréquences de la réponse temporelle sont
filtrées en conservant une bonne qualité de solution dans le cas de la viscosité artificielle.
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4.5.2 Formulation du probleme inverse

De maniere tout a fait similaire au cas générale présenté section 4.2, la premiere
étape de la formulation du probleme d’identification par la méthode d’ERAC modifiée
consiste a séparer les relations du probléeme en deux groupes (tableau 4.3).

Fiable Non fiable
Equilibre : —pii+ div(c) = 0 | Conditions aux limites : 1y et fy
Loi d’état : o=FE(e—¢,) Loi d’évolution : é, = Bi(0, R)
R=hp —p = By(0, R)
Conditions initiales :  wu(z,0) = ug
i(z,0) = g

Tableau 4.3 — Relations fiables et non fiables dans le cas viscoplastique

A partir de cette séparation, le probleme d’identification peut étre formulé comme
la minimisation d’une fonction cout aux moindres carrés :

Trouver les champs u, 0, R, €y, p, €, %, ua, fa et les parametres n,, k, minimisant :
g g o el B ~ olF
JZ/ {/ D(Epap76;;pe)dx+§‘<fd_fd) ‘ + _‘(Ud_ud> ‘ }dt
0 0 o 2 0

sous les contraintes :

u CA aug, oDAaf;, Clenu,
—pl+div(c) =0, o= E(e—¢,),

5] = o ([3])

Comme dans le cas élastique (section 2.2) et le cas d'un comportement non linéaire
général (section 4.2), la résolution du probleme (4.35) est effectuée par un processus en
deux étapes :

f=hp (4.35)

e Résolution du probleme de base, c’est-a-dire le probleme (4.35) pour un jeu de
parametres k, et n, ;

e Minimisation de la fonction cott J du probleme (4.35) grace a son gradient par
rapport aux parametres calculé a partir des champs solution du probleme de base.

4.5.3 Résolution du probleme de base

Comme cela a été montré dans la section 4.2.2.1V, deux types de fonction cotit aux
moindres carrés peuvent étre choisis dans ce probleme. Dans cette partie, nous allons
étudier successivement ces deux fonctions.
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4.5.3.1 Erreur aux moindres carrés sur la vitesse des variables internes
I. Stratégie de résolution du probleme de base

Le probleme de base, utilisant ’erreur aux moindres carrés sur la wvitesse des va-
riables internes : (€,, p) vérifiant les lois d’état et (é5, p°) vérifiant les lois d’évolution,
est d’abord considéré. Il s’écrit comme suit :

Trouver les champs u, o, R, €y, p, €, p°, ug, fa minimisant :
g k1 2 2 o 72

s= [ [ 3l ars o) G-
0 0

sous les contraintes :

uCAaug, oDAaf;, Clenu,
—pl+div(c) =0, o=FE(e—¢,), R=hp

5= #((3])

La résolution de ce probleme de minimisation d’une fonction cotit quadratique sous
contraintes non linéaires est effectuée de fagon itérative par une stratégie issue de la
méthode LATIN comme décrit a la section 4.4. Dans cette approche, chaque itération
se compose de deux étapes :

L+ g‘(Ud—ﬂd)

L
2 }dt
0

0

(4.36)

a. Etape locale R

Calcul des éléments 5,112 = (€;,0%, 0, R) vérifiant les équations non linéaires de
lespace des lois d’évolution relachées suivant une direction de recherche H™. En utili-
sant une direction de recherche verticale ((HT)™! = 0), les quantités § sont calculées
de facon explicite. Dans cette étape,

- les données sont : s, = (o, Ry,) ;

- les variables cherchées sont : 5,412 = (€, P, 0, é) :

- les équations a résoudre s’écrivent :

o= n
R=R,
B - (4.37)
o)
_pe R

b. Etape globale

Détermination des éléments s,.1 = (€, p, €, D, 0, Y, u, fa, ug) minimisant la fonc-
tion cott J du probleme de base (4.36)) en vérifiant I’équation d’équilibre, les conditions
initiales et les lois d’état suivant une direction de recherche H~. Cette direction de re-
cherche, qui est calculée a I’étape locale, est tangente par rapport a 'espace I défini
par I'ensemble des éléments 5. Plus en détail, dans cette étape,
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- les données sont : 5,1/ = ( p,p o,R);
- les variables cherchées sont : s,,1 =
- le probleme a résoudre est :

Trouver les champs u, o, R, €y, p, €, p°, ua, fa minimisant :
T Ly . s o ~ L B JUNNT
= [ 5l -2+ covpr]ars G- Rr]) + 5w - a7 b
0 0 o 2 0

sous les contraintes :

uCA aug, oDAaf;, Clenu,
—pl+div(c) =0, o=FE(e—e¢,), R=hp

oo A (4.38)
[ Ep_ﬁp,]:H—{a_q\}
—p° = (=1°) k- R
ou,
a§1 8@1 . —~ no—1 1 _i
H—:[HH Hu}: 97 OR :n_<m> ol
Hy1  Hao 9By 0B; k., Ky + 7
do IR o]

Afin de résoudre le probleme (4.38), un changement de variables est d’abord effectué
dans l'objectif d’éliminer le terme différentiel en temps dans la fonction cott :

{ er = () = (=) (4:39)

A chaque instant ¢ € [0, 7], les contraintes du probleme (4.38) deviennent alors :

/OL [piiu* + Ele(u) — e e(u®) + p B é(u) E(u*)] g ’fd I j

¢y = €1 + HulE(e(u) — ¢,) = 6] + His[hp — ] + By
—p = €9 + Hgl[E(E(u) - €p) - 6] + Hgg[hp - R] + Bg

(4.40)

La projection du probleme (4.38) dans un espace EF

u(z,t) = @(x) U(t); e(z,t) = B(x) U(1)
ep(2,1) = px) By(t);  plx,1) = By(x) P() (4.41)
eiw,) = Op(x) Ea(t) 5 eala,t) = Bp(2) Ea(t)

avec ®(x) la fonction de forme EF linéaire et ®,(z) la fonction de forme constante par
élément,
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permet d’aboutir au probleme suivant :

Trouver les champs U, E,, P, Fy, Ey minimisant :
(1 1 ~

J(U,E,, P,Ey, Ey) = / {QETA B+ 2ETA Ey + 2(HF Fd) (ITF — Fy)+H
0

+§(HU — U,)" (U — ﬁd)} dt

sous les contraintes :
MU+ KU +uKU — Dy E, =IIF
E,=E+DU—-CyE,+CpP+5 (4.42)
—P = Ey+DyU — Cy E, 4+ Cyy P+ 5,

avec les notations :

Ay = [y OT(x) @, (z) da
= [ ®(x) Hyy E B(z) do
fOL o1 (x) Hy E B(x) da
fo CDT("E) B(x)

fo (x) Hiy E ®y(x) d
012 = fo <I>T(:U) Hiyh®,(x)dx
Cy = fo Ol (x) Hyy E ®y(x) da
Cay = fo Ol (x) Hyp h @, ( )dx
§1 f[o H11U—H12R+B1)d
Sy = [P (—Hy6 — Hy R+ By)da

_| U
n = {UNJ

(4.43)

\

Ceci permet de réécrire le probleme sous une forme linéaire quadratique classique :

Trouver les champs q, e minimisant :
T (1 _
sa.o = [ {3 res Jca-TyrQea-Ta}a
0

sous les contraintes :

{qZAq+Ge+St (4.44)

q(0) =0
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en posant :
. T ~ T
=[U U E, P|, e=[Ey By (IIF - Fy)] ,
[0 I 0 0 0 0 0
Ao ~M'K —uM'K M™'Ds; 0 a0 0 M1IT
D1 O —CH 012 ’ 1 0 0 ’
L _D2 O 021 —022 O —1 O
_ 0
A, O 0 17T 1
R=10 A4, 0 |, S, = M gH Fa ,
0 0 pI'i 1
L —SQ
| Q=aly, C=[10 0 0],

La résolution du probleme (4.44) peut s’effectuer a 'aide de 'approche basée sur
I’équation de Riccati développée dans le chapitre 3. Cependant, dans le cas présent,
la matrice A dépend du temps car la direction de descente H~ est fonction du temps.
La solution K, de I'équation algébrique de Riccati (2.27) n’est en conséquence plus
constante. Nous ne pouvons donc utiliser ni la solution analytique exprimée en fonc-
tion de la solution de ’équation algébrique de Riccati (section 3.1.3.1.1T) ni 'approche
hybride (section 3.1.3.2). Seule 'approche basée sur ’équation différentielle de Riccati
en utilisant un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (section 3.1.3.1.111.a) peut s’appliquer
dans cette partie.

d. Test de convergence

Dans le cadre du probleme inverse ot les lois d’évolution sont relachées, I'indicateur
d’erreur basée sur I'erreur en dissipation ne peut pas étre utilisé comme pour un pro-
bleme direct. Cependant, la qualité de la solution obtenue dans notre cas est également
estimée grace a la non satisfaction des équations non linéaires de 'espace I' par les
éléments s,, de I'espace A,. L’indicateur d’erreur s’exprime alors sous la forme :

t<T fo fo [ 2+ Bl(J,R))ﬂ dz dt

II. Convergence de la stratégie d’identification

a. Pour les parametres matériau de référence et des mesures non perturbées

La figure 4.12 représente les champs de déformation plastique au milieu de la poutre
au cours des itérations de la stratégie de résolution du probleme de base pour les
parametres matériau de référence et des mesures non perturbées. Il est clair que les
déformations plastiques e, E:C; vérifiant les lois d’évolution a I'étape globale et locale
sont assez différentes lors des premieres itérations. Ceci vient du fait que GA; ne vérifie
que les lois d’évolution relachées; au contraire, €, vérifie toutes les relations sauf les
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lois d’évolution relachées, tandis que l'initialisation s’effectue avec un calcul élastique.
L’écart entre ces deux champs de déformation € et eAg diminue rapidement au cours
des itérations. Finalement, la convergence pour un critere d’arrét n < 107° est atteinte
a la 7°™¢ itération.

Il faut remarquer dans ce cas que les déformations plastiques vérifiant les lois d’évo-
lution €} et celles vérifiant les lois d’état ¢, sont proche des les premicres itérations et
elles sont identiques lors de la convergence du probleme. En effet, ce cas est le cas idéal
ou la solution du probleme de base et celle de référence sont identiques. Ce cas sera
discuté dans la section suivante (section 4.5.3.1.11I).

x 10~° iteration 1 x 10~ iteration 2 x 10~° iteration 3
10 pe 10 .
€ —TF €
S ol - -1 &
P p
- - € - €
p p
6 6 o
,/
4 4 J
4
v
2 2 ”
0 0 =
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms) temps (ms)
x 10°° iteration 4 x 10> iteration 5 x 10> iteration 7

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms) temps (ms)
- — - ¢ : déformation plastique vérifiant les lois d’évolution & 1'étape locale

e : déformation plastique vérifiant les lois d’évolution a 1’étape globale
€p © déformation plastique vérifiant les lois d’état

Figure 4.12 — Déformation plastique au cours des itérations pour les parametres maté-
riau de référence k, = k9, n, = n,o et des mesures non perturbées - section au milieu
de la poutre
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b. Pour de mauvais parametres matériau

La convergence de la stratégie de résolution du probleme de base est également
illustrée dans le cas de mauvais parametres matériau (figure 4.13). Dans ce cas, les
déformations plastiques e, € vérifiant respectivement les lois d’évolution a I'étape
globale et locale s’écartent dans un premier temps, méme si 'initialisation a été effectuée
avec un calcul direct en viscoplasticité pour des conditions aux limites en effort, ce qui
est plus proche de la solution qu’avec un calcul élastique comme dans le cas précédent.
L’écart entre les champs plastiques €5, €; des deux étapes diminue au cour des itérations.
Cependant, elles different de la déformation plastique €, vérifiant les lois d’état pour

ce jeu de parametres.

x 107° iteration 1 x 10°° iteration 2 x 10~ iteration 3
10 pa 10 — 10 pa
€ € €
8———(-:g 8———6g 8———e€
p P P -~
----- €p ) _ - = € e
6 6 P 6 ,
«/ :
4 4 /
K
2 2 2 -
o — ,/ -
0 = 0h—Z |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms) temps (ms)
x 10> iteration 4 x 10> iteration 10 x 10> iteration 16

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms) temps (ms)
- — = € : déformation plastique vérifiant les lois d’évolution a ’étape locale

e déformation plastique vérifiant les lois d’évolution a 1’étape globale
€, : déformation plastique vérifiant les lois d’état (a I'étape globale)

Figure 4.13 — Déformation plastique au cours des itérations pour un mauvais jeu de
parametres k, = 1,5 k9, n, = 1, 5n,0 et des mesures non perturbées - section au milieu
de la poutre
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Il faut remarquer que dans les deux cas présentés ci-dessus, la déformation plastique
€, vérifiant les lois d’état, qui n’est déterminée qu’a ’étape globale, évolue également
au cours des itérations car elle doit étre compatible avec la déformation plastique €
vérifiant les lois d’évolution a l’étape globale afin de minimiser la fonction cout et
de vérifier les contraintes. Au cours des itérations, la qualité des champs solution du
probléme de base s’améliore et la déformation plastique ¢,, elle aussi, converge vers la
solution du probleme de base.

Afin de présenter la qualité de la convergence de la méthode itérative de résolution
du probléeme de base, les indicateurs d’erreur de la méthode sont tracés (figure 4.14)
pour différents cas : pour des parametres matériau de référence, de mauvais parametres,
des mesures non perturbées et perturbées a 20%.

indicateur d’erreur indicateur d’erreur indicateur d’erreur
1 1
0 0 0
-1 -1 -1
g g g
é -2 é -2 E -2
g3 2 -3 23
9 2 S
-4 -4 -4
-5 -5 -5
-6 -6 -6
2 4 6 5 10 15 5 10 15 20
itération itération itération
(a) cas 1 : (b) cas 2 : (c) cas 3 :
ky = kva Ty = TMyo ky = 155]{:1)0’ Ny = 1,440 ky, = 1,5]9,,0, Ny = 1,4n,40
mesures non perturbées mesures non perturbées mesures perturbées & 20%

Figure 4.14 — Indicateur d’erreur pour différents jeux de parametres matériau et diffé-
rents niveaux de perturbation de mesures - chargement de type plateau

Il est clair que la convergence est tres rapide dans le cas des parametres matériau
de référence et des mesures non perturbées (figure 4.14.a). Cependant, il s’agit d'un
cas idéal qui n’est jamais rencontré en réalité, car les modeles ne sont jamais parfaits
et les mesures, elles-mémes, ne sont jamais exactes. Il est intéressant d’étudier le cas
de mauvais parametres matériau (figure 4.14.b,c). Pour des mesures non perturbées, la
convergence de la méthode est moins rapide que dans le cas idéal précédent. Elle est
encore plus lente pour des mesures perturbées. Cependant, elle est assez rapide : il faut
environ 20 itérations pour que le critere n < 107° soit atteint.

II1. Etude des champs solution du probléeme de base

a. Pour les parametres matériau de référence

Afin d’illustrer les champs solution du probleme de base obtenus et leur qualité,
comme dans le cas élastique, le premier cas d’étude est le cas idéal correspondant a des
parametres matériau de référence et des mesures non perturbées, dans lequel la solution
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du probleme de base coincide avec celle du calcul direct utilisé pour la fabrication des
mesures exactes. En effet, les champs solution du probleme de base dans ce cas sont
dynamiquement et cinématiquement admissibles. Ils vérifient a la fois les lois d’état
et les lois d’évolution. Autrement dit, les variables internes (¢,,p) et (e, p°) vérifiant
ces deux dernieres sont identiques. Cela est illustré a la convergence de la résolution
itérative du probleme de base (figure 4.12).

Le champ de déformation plastique obtenu est présenté, puis, comparé avec celui du
probleme direct figure 4.15. Comme dans le cas élastique, cette erreur est théoriquement
nulle, ce qui n’est pas le cas ici. En effet, la raison de cette différence réside dans le fait
que le schéma d’intégration utilisé pour le probleme direct est un schéma de Newmark,
tandis que pour le probleme de base, il s’agit d'un schéma de Runge-Kutta. Toutefois,
cette différence relative de l'ordre de 1073 peut étre considérée comme suffisamment
petite comparée aux erreurs obtenues pour la gamme de parametres matériau ou de
perturbations de mesures traitées.

déformation plastique

erreur relative

0.02

0.01

0.05

0.2 0.
espace (m) 0 temps (ms) espace (m) 0 0 temps (ms)

Figure 4.15 — Déformation plastique obtenue par le probleme de base et son erreur
relative par rapport a celle de référence dans le cas des parametres matériau de référence
et de mesures non perturbées

b. Pour de mauvais parametres matériau

Ce premier cas idéal n’est utilisé que pour la validation de la résolution du probleme
de base. Il est nécessaire d’étudier un cas plus courant par exemple, le cas correspondant
a un mauvais jeu de parametres des lois d’évolution : k, = 1,5 kg, n, = 1,4 n,0 et des
mesures non perturbées. Dans ce cas, les champs solution du probleme de base ne sont
plus compatibles avec la relation de comportement et les mesures. Il n’existe alors pas
de couple de variables internes vérifiant a la fois les lois d’évolution et les lois d’état,
autrement dit, les champs (e, p) et (€5, p°) doivent étre différents. Les erreurs de modele
et les erreurs de mesures dans ce cas ne sont plus nulles. Ceci est illustré par exemple
dans le figure 4.13 ot la déformation plastique vérifiant les lois d’état €, et celle vérifiant
les lois d’évolution € s’averent tres différentes. L’incompatibilité des mesures, quant a
elle, est illustrée figure 4.16.
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x 10% CL en effort (N) x 10° CL en déplacement (m)
4 T
— mesureax=0
—— N = —-—— 6 R
----- mesureax=1>L
2 N -
4 — — =—calculax=0
------ calculax=L
0 e
Pow=" \‘ 2
\
1 e
-2 \.‘F‘q"‘--.-lv‘u--'"‘ 0 "T.‘.'.T.'._-'.T.'r-"’———;‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
temps (ms) temps (ms)

Figure 4.16 — Conditions aux limites mesurées et reconstruites pour un mauvais jeu de
parametres matériau : k, = 1,5k, n, = 1,4n,¢ et des mesures non perturbées

4.5.3.2 Erreur aux moindres carrés sur les variables internes
I. Stratégie de résolution du probleme de base

Le probleme inverse dans ce cas n’est pas formulé a partir de I’écart sur la vitesse
des variables internes (é,, p) comme dans la section 4.5.3.1. Il est basé sur l'erreur des
variables internes elles-mémes : (¢, p) vérifiant les lois d’état et (e, p©) vérifiant les lois
d’évolution. Le probleme de base dans ce cas s’écrit :

Trouver les champs u, 0, R, €y, p, €;, p%, uq, fa minimisant :
g b1 2 2 o = 2|*

J:/ {/ 5[(619—6;) + (=p +1°) } dw+§‘(fd—fd) ’
0 0 0

sous les contraintes :
uCA aug, oDAaf;, Clenu,
—pl+div(c) =0, o=FE(e—¢,), R=hp,
é; B Bl(a, R) (4.46)
_pe 32(07 R)

- g’(ud — ﬂd)Q‘g}dt

Ce probleme est également un probleme de minimisation d'une fonction cott qua-
dratique sous des contraintes non linéaires. L’application de la méthode itérative de
résolution du probleme de base est tout a fait similaire a ce qui a été fait dans la sec-
tion 4.5.3.1.

I1. Résultats de convergence de la méthode

Afin de montrer la convergence de la méthode de résolution du probleme de base
pour une fonction cotit formulée par I’erreur sur les variables internes, le cas simple d’un
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systeme masse-ressort est tout d’abord considéré. Il est clair que la méthode converge
bien pour les parametres matériau de référence ou relativement proche de la référence
(figure 4.17.a,b). Cependant, elle diverge pour des parametres plus mauvais (figure
4.17.c).

indicateur d’erreur indicateur d’erreur indicateur d’'erreur
0 0
-1 -1
-0.4
o 2 o 2 o
o o o
o -3 © -3 o 06
2 2 2
g4 g™ 5 -08
-5 -5
-1
-6 -6
-7 -7
0 2 4 6 0 5 10 0 5 10
itération itération itération
a.casl: b.cas2: c.cas 3:
kv/lv): 1, nV/ n,g1 kV/K,0= 0.9, nV/ n,,=0.9 kv”\/oz 0.85, r\// r\/0=0.5

Figure 4.17 — Convergence de la stratégie de résolution du probleme de base formulé par
I’erreur aux moindres carrés sur les variables internes pour différents jeux de parametres
matériau - cas 0D viscoplastique

Ce dernier cas est également traité au moyen de I'erreur sur la vitesse des variables
internes (définie a la section 4.5.3.1), avec lequel de bons résultats de convergence sont
trouvés et présentés figure 4.18.

Afin de mettre en évidence les caractéristiques de la formulation en erreur sur les
variables elles-mémes, le cas plus complexe d'une poutre unidimensionnelle est ensuite
traité. La résolution itérative du probleme de base est tout d’abord effectuée pour les
parametres matériau de référence et des mesures non perturbées et s’avere diverger
apres quelques itérations, méme si l'initialisation est proche de la solution : o;,; =
1,104 et Rini = 1,1 Ry, (figure 4.19).

Il faut rappeler que, dans le méme contexte, 'application de cette stratégie itérative
au probleme de base, formulé par I’erreur aux moindres carrés sur la vitesse des variables
internes, a présenté un résultat de convergence tres remarquable (figures 4.13, 4.14).

Afin d’expliquer la différence de la qualité de convergence de la méthode de résolu-
tion du probleme de base, il est nécessaire de retourner a 'esprit de ces deux erreurs
de modele. Comme discuté a la section 4.2, 'erreur basée sur la vitesse des variables
internes est plus sensible a ’erreur sur les lois d’évolution relachées que celle basée sur
les variables internes elles-mémes. La deuxieme approche fournira donc de moins bons
résultats que la premiere.
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indicateur d’erreur indicateur d’erreur
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-7 -7
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itération itération
a.casl: b.cas2:
_ — k /k ~=0.85,n, /n.,=0.5
k,/K,o= 1 n,/n 71 VKoo n/ o

Figure 4.18 — Convergence de la stratégie de résolution du probleme de base formulé
par l'erreur aux moindres carrés sur les vitesses de variables internes pour différents
jeux de parametres matériau - cas 0D viscoplastique
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e - vitesse de déformation plastique vérifiant les lois d’évol. & I'étape locale
— — - €, : vitesse de déformation plastique vérifiant les lois d’évol. a I'étape globale
£, : vitesse de déformation plastique vérifiant les lois d’état (a I’étape globale)

-
Figure 4.19 — Vitesse de déformation plastique au cours des itérations pour des pa-
rametres matériau de référence k, = k9, n, = n,o et des mesures non perturbées -
section au milieu de la poutre
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4.5.3.3 Conclusion

Cette partie a été consacrée a l'application de la stratégie itérative issue de la
méthode LATIN développée dans la section 4.4 a la résolution du probleme de base
associé au probleme d’identification en viscoplasticité, qui se ramene a la minimisation
d’une fonction cott sous des contraintes non linéaires. Deux types de fonctions cott
aux moindres carrés ont été utilisés : I'une basée sur I’écart des vitesses des variables
internes, 'autre basée sur ’écart des variables internes. Pour la premiere, la méthode
itérative développée arrive a converger méme avec de mauvais parametres matériau et
des mesures perturbées, tandis qu’elle diverge avec la deuxieme.

Pour cette raison, dans la section suivante 4.5.4, qui s’intéresse a 1’étape d’iden-
tification, seule l'erreur aux moindre carrés sur la vitesse des variables internes sera
utilisée.

4.5.4 Identification des parametres viscoplastiques

La stratégie d’identification basée sur 'ERAC modifiée est appliquée a l'exemple
décrit dans la section 4.5.1. Comme les mesures ont été fabriquées par un calcul di-
rect avec un chargement en effort de type plateau ou demi-sinus, les deux contextes
d’identification seront présentés et comparés.

4.5.4.1 Pour des mesures fabriquées par un plateau en effort

Les surfaces représentant la fonction cout pour ce type de conditions aux limites
en fonction des parametres matériau sont tracées (figures 4.20) avec des mesures non
perturbées et perturbées a 20%. Il est clair que le minimum de ces fonctions se trouve
aux parametres de référence du matériau : k,o et n,o. Il semble aussi que, pour des
mesures perturbées et pour la gamme de parametres traitée, qui est considérée comme
suffisamment large, les fonctions cotit restent convexes et il n’y a pas de minima lo-
caux. Autrement dit, les perturbations de mesures affectent peu le comportement de
la fonction cout formulée par 'ERAC modifiée.

Pour étudier plus en détail les fonctions cout, nous présentons figure 4.21 deux
coupes de la surface des fonctions cout pour différents niveaux de perturbation des
mesures : la premiere pour le coefficient de référence n,g, la deuxieme pour le coefficient
de référence k..

Il est clair que les écarts entre les fonctions cotit obtenues pour des mesures pertur-
bées a différents niveaux sont assez faibles. Ceci illustre que non seulement le compor-
tement des fonctions cott mais aussi les fonctions elles-mémes sont peu affectés par la
perturbation des mesures. L’identification des parametres par ’'ERAC modifiée s’avere
donc pertinente, dans ce cas, jusqu’a 40% de perturbation des mesures.
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. fonction coiit = fonction cout

R

5] . ‘ minimum

x 10

0.5

nV/nv0

(a) cas 1 : mesures non perturbées (b) cas 2 : mesures perturbées & 20%

Figure 4.20 — Surfaces représentant la fonction cout - cas viscoplastique

-3 fonction cout
x 10 %107 fonction cotit
8 \
15 non perturbées 1r - non perturbées
— — = perturbées a 20% ‘L bées & 20%
o8l 1 perturbées a 0
''''' perturbées a 40% -
1 .
0.5
0
1.4
(a) pour k, = kyo (b) pour n, = nyo

Figure 4.21 — Fonction cout pour différents niveaux de perturbations avec le chargement
de type plateau - cas viscoplastique
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4.5.4.2 Pour des mesures fabriquées par un demi-sinus en effort

Les deux coupes de la surface représentant la fonction cout pour des mesures fabri-
quées par un chargement de type demi-sinus en effort et perturbées a différents niveaux
sont présentées figure 4.22.

-4 foncti at
e 10 fonction coiit 3 x 10 onction cou
’ non perturbées non perturbées
- - - - perturbées a 10% - - -~ perturbées & 10%
o perturbées & 20% 2 T perturb(fes & 20%
........ perturbées & 40% '\ -------- perturbées & 40%
0.5 1
0 0 t
0.5 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
"/
(a) pour n, = Ny (b) pour ky, = kyo

Figure 4.22 — Fonction cott pour différents niveaux de perturbations avec le chargement
de type demi sinus - cas viscoplastique

Dans ce cas, l'allure de la fonction cotit semble ne pas étre affecté méme pour des
mesures fortement perturbées, c’est a dire que la fonction cott reste convexe et aucun
minimum local n’apparait. En revanche, la perturbation affecte de maniere relativement
forte la fonction cout et son minimum. Ainsi, au niveau de la qualité de I'identification,
le minimum de la fonction cotit ne se trouve aux parametres de référence k.o et nyg
que pour des mesures non perturbées. La qualité de 'identification diminue lorsque le
niveau des perturbations augmente. Autrement dit, 'information sur le comportement
contenue dans les mesures n’est pas suffisante.

Remarques

Cette section a mis en avant 'importance de choix de l’essai pour l'identifica-
tion des parametres matériau, surtout dans le cas non linéaire. Dans 'exemple
numérique traité dans ce travail, ’essai avec un chargement de type plateau en
effort s’avere tres pertinent et il sera utilisé pour le probleme d’identification a la
rupture étudié dans le chapitre 5.

4.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a l'extension de la stratégie d’identification basée sur
I'ERAC modifiée en dynamique transitoire développée dans le cas élastique (chapitre
3) au cas non linéaire. Les difficultés soulevées, qui sont relativement liées, résident dans
le choix de l'erreur de modele pour la formulation du probleme d’identification et le
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besoin d'une méthode de traitement numérique adaptée. Comme dans le cas élastique,
la résolution du probleme d’identification est effectuée en deux étapes :

— résolution du probleme de base pour des parametres matériau fixés ;

— évaluation de la fonction cout pour lidentification des parametres grace aux

champs solution du probleme de base.

La résolution du probleme de base est délicate, il s’agit d’un probleme non linéaire de
propagation d’ondes directe et adjointe couplées avec des conditions initiales et finales
en temps. Ceci implique non seulement une instabilité due au couplage des problemes
mais également la non linéarité due au comportement matériau. Ce probleme de base
se présente en effet sous la forme d’'une minimisation sous des contraintes non linéaires.
Dans l'objectif d’appliquer I'approche basée sur ’équation de Riccati développée dans
le chapitre 3 a la résolution du probleme de base non linéaire, nous avons utilisé une
formulation du probleme d’identification avec des erreurs aux moindres carrés. Puis,
une stratégie itérative issue de la méthode LATIN [Lad99a] a été proposée afin de
linéariser le probleme sur tout le temps d’étude. L’approche basée sur ’équation de
Riccati est utilisée dans une des étapes de cette stratégie.

La premiere application non linéaire de la stratégie d’identification est le cas vi-
scoplastique, ou deux parametres caractérisant les lois d’évolution ont été cherchés. Il
a été montré que l'utilisation d’une fonction cout avec une erreur de modele formu-
lée par I’écart sur la vitesse des variables internes et la stratégie itérative développée
permettent de résoudre de facon robuste le probleme de base. Une fois le probleme
de base résolu, les résultats d’identification obtenus sont remarquables. La stratégie
d’identification basée sur ’'ERAC modifiée est robuste face a des mesures perturbées
jusqu’a 40%.

La prochaine application d’identification sera pour un comportement a la rupture
tel que celui d’un composite stratifié.
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CHAPITRE
Identification des
parametres de rupture
de composite

Ce chapitre présente l’extension de la stratégie didentification basée
sur ’ERAC' a lidentification des paramétres de rupture d’un compo-
site. Les modeéles de composites envisagés et les méthodes dédiées a
la simulation de la rupture sont d’abord rappelés. Puis la formulation
du probléme d’identification pour le modele d’endommagement utilisé
et son traitement numérique sont développés. Les résultats d’identifi-
cation sont présentés a la fin du chapitre.
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5.1. Présentation du modele de composite

Compte-tenu des résultats d’identification encourageant obtenus dans le cas visco-
plastique (chapitre 4), ce chapitre est consacré a l’extension de la méthode développée
a I'identification des parametres caractérisant la rupture d’un composite.

Dans un premier temps, une breve étude bibliographique des modeles de compo-
sites stratifiés ainsi que les méthodes permettant de s’affranchir des problemes liés a la
localisation des déformations lors de la rupture sont présentés. Le mésomodele a effet
retard semble adapté au composite stratifié. Dans un second temps, 'identification des
parametres caractérisant la rupture par la méthode d’ERAC modifiée est développée.
Les questions soulevées sont le choix d’un essai pertinent et la résolution d’un probleme
de minimisation sous des contraintes non seulement non linéaires mais également d’in-
égalité. Une fois ces questions traitées, la stratégie d’identification sera appliquée au
cas d'une poutre composite unidimensionnelle.

5.1 Présentation du modele de composite

5.1.1 Composite stratifié : constitution et modélisation

Le composite visé dans ce travail est un composite stratifié a fibres longues formé
de plis unidirectionnels orientés selon différentes directions. Chaque pli est obtenu par
un arrangement des fibres selon une seule direction dans une matrice (Figure 5.1).

: Stratifié
Fibres Plis unidirectionnels
= =

Matrice

Figure 5.1 — Constitution du composite stratifi¢ a fibres longues

Différents mécanismes de dégradation des stratifiés ont été mis en évidence dans la
littérature. Citons ici les six principaux :

— la décohésions fibres - matrice ;

— les microfissures a l'interface entre deux plis;

— la fissuration tranverse ;

— le délaminage local ;

— la rupture des fibres;

— le délaminage macroscopique.

La modélisation de ces mécanismes a fait 'objet de nombreux travaux qui sont en
général regroupés en deux grandes familles :

- Approches micromécaniques :
Ces approches cherchent a modéliser les mécanismes de dégradation a 1’échelle ca-
ractéristique de la fibre, de la matrice et de leur liaison, a travers une description du
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champ de contrainte en présence de dégradations et d’un critere d’évolution de ces dé-
gradations [Bon87] [Nai94]. Elles se positionnent donc dans le cadre de la mécanique de
la rupture. Ce type de modeles permet de décrire et interpréter de fagon relativement
fine la microfissuration et le délaminage local. Cependant, en se placant a une échelle
tres fine, il pose de grandes difficultés pour I'application au calcul de structures.

- Approches continues :

Ces approches consistent a tenir compte des mécanismes micro de dégradation a
travers des variables d’endommagement, autrement dit, 'apparition de dégradation se
traduit par la chute de raideur des constituants du stratifié [Lad86] [A1192] [Cou00].
Parmi ces approches, citons le mésomodele, qui a été développé depuis une quinzaine
d’années et utilisé largement [Lad86] [Hoc01] [Cor01] [Phi01] [dBO06]. En se plagant a
une échelle intermédiaire entre 1’échelle microscopique considérée dans les premieres
approches et 1’échelle macroscopique a laquelle le comportement des structures est
étudié, cette approche permet de réaliser la simulation des structures. En revanche,
ses résultats ne sont pas aisément interpretables du point de vue microscopique. Afin
de résoudre cette difficulté, Ladeveze et Lubineau [Lad03b] ont proposé d’enrichir le
mésomodele grace aux informations microscopiques en créant un pont “micro-méso”
pour lequel des travaux sont en cours [Lub06]. Cependant, le mésomodele “classique”
est suffisamment pertinent pour la simulation de problemes industriels [Phi01].

Dans le mésomodele, le matériau stratifié est décrit par deux mésoconstituants :
la monocouche, supposée homogene dans son épaisseur, et l'interface interlaminaire
(figure 5.2). Cette dernieére est une entité mécanique surfacique, reliant les deux plis
successifs au travers des sauts de déplacement et de la contrainte normale, et sert a
décrire les phénomenes de délaminage.

‘“&mw‘

\

Figure 5.2 — Méso-constituants du composite stratifié : le pli et 'interface

5.1.1.1 Modele du pli élémentaire

Pour la description des mécanismes de dégradation au sein du pli élémentaire, trois
variables sont introduites. Elles traduisent : la chute de rigidité en cisaillement, en
traction tranverse et la rupture des fibres [Lad86] [Hoc01]. L’énergie de déformation du
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pli endommageable s’écrit alors :

1] fow)d ¢({(=on)+) (022)% (—o22)%
2 | B0 (= dy) 0 R0—d)
(033)% (—o33)} v Vs
_ 912 _ 93
+E§ (1—dy) + o £ 011022 E9 011033
VO 0_2 0_2 0_2
oV 12 13 2 5.1
B 720 " Gy (1 — di2) " Gl3 (1 — di2) i G (5:1)

dans laquelle,

— EY et GY sont les caractéristiques mécaniques du pli non-endommagg ;

— (x) est la partie positive de x qui permet de tenir compte du caractére unila-
téral du comportement de composite, correspondant au fait que les fissures dans
une direction sont fermées et donc I'endommagement apparent est nul lorsque la
contrainte normale dans cette direction est négative ;

— ¢ permet de prendre en compte les non-linéarités du comportement des fibres en
compression.

Les forces thermodynamiques associées aux variables d’endommagement sont cal-

culées directement a partir de 1’énergie de déformation :

( Yy, — o<¥> | <(o11)3>

LT Ton |, T 2By

_ o> | <lo2)i>
Y2= Sk o 2EY(1—dy)? (5.2)

<LoZ>>

Vi, — 0<¥> | _
2 2G9, (1—d12)?

T ddia

\

ol < x > représente la valeur moyenne de x dans I’épaisseur d’un pli afin de respecter
I’hypothese d’homogénéité de 'endommagement dans I'épaisseur du pli.

Quant au pilotage de I’évolution de I'endommagement, les lois d’évolution utilisées
doivent vérifier le second principe de la thermodynamique. Une forme simple est souvent
choisie :

di = f1(y/Y1) sid; <1, d; =1 sinon
dy = fo(\/Yi2 +bYs) sidy <1, dy=1sinon ot Y|y =supVl. (5.3)
d12 = flg(\/}/m -+ bYQ) si d12 < 1, d12 = 1 sinon Tt

avec, f(VY)= <%§%>

b, Yy, Y. sont les parametres a identifier
L’endommagement évolue donc de fagon progressive en fonction de Y a partir d'un
seuil Yy, lié a un état initial endommagé, jusqu’a une limite Y, correspondant a un état
critique.
Les lois d’évolution (5.3) présentent également un couplage entre les variables d’en-
dommagement de cisaillement et d’endommagement transverse. Ceci s’explique par le
fait que le méme réseau de fissures intervient dans les deux types d’endommagement.
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Tous les parametres de ces lois d’évolution peuvent étre identifiés par des essais
quasi-statiques de traction - compression uniaxiaux sur différents types d’empilement
des plis.

5.1.1.2 Modele de 'interface

L’interface est une entité surfacique qui assure le transfert des déplacements et des
contraintes entre deux plis adjacents. Elle est modélisée par un modele de méme nature
que celui du pli [A1192] [Cor01] pour décrire le délaminage. Ses directions d’orthotropie,
notées N et N,, sont définies comme les bissectrices des directions des fibres des plis
adjacents. La direction N3 est alors la troisieme direction de I’espace, normale aux plis,
son orientation définira le pli supérieur (pli ) et le pli inférieur (pli =) comme illustré
le figure 5.3.

interface
ply -

Figure 5.3 — Directions d’orthotropie de 'interface interlaminaire

La différence entre les déplacements des surfaces supérieures et inférieures est définie
comme :

U] =U"-U" = [0h] N, + [V2] N, + [Us] Ny (5.4)
L’interface possede alors la relation de comportement suivante :
kv 0 0
oN;=K.[U on K=|0 k O (5.5)
0 0 ks

De facon similaire a la modélisation du pli endommagé, trois variables d’endomma-
gement associées aux trois modes d’ouverture possible de l'interface (figure 5.4) sont
introduites. L’énergie de déformation de I'interface endommageable s’écrit alors :

L[ (os3)2 (—033)] oty

|/ —— +
2\ A—dy) K RWO-d)

2
023

M- do) (56)

Les forces thermodynamiques associées aux variables d’endommagement sont alors :

( ov <0'33>3_
Vo= — | =20+ Mode I
57 0dy| . 2kI(1— ds)? oce
ov o2
Vi=—| =— 18 Mode I1 5.7
YT 0dy |, T 2k (1 —dy)? ode (5.7)
ov o2
Vo= —| = —28 Mode III
2T Ody |, 269 (1 — dy)? oce
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e

Mode | Mode ll Mode lll

Figure 5.4 — Modes de rupture de l'interface

Comme dans la formulation pour le pli endommageable, I’évolution des variables
d’endommagement peut étre pilotée par une force thermodynamique mixte afin de tenir
compte du fait que les mémes microfissures interviennent dans les types d’endomma-
gement d’interface :

Y = X3 + ’YIX1 + ’YQXQ avec E|t = sup Yz|r (5-8)
Tt
ol, Y1, Y2 sont deux parametres de couplage.
Les lois d’évolution de l'interface endommageable peuvent étre choisies de maniere
simple comme dans [All92] :

{dgzdlzdgzw(z> sid<1 (59)

dg = d1 = d2 =1 sinon

e w() = (V=Y

L’identification des parametres 7;, s, Yy, Y. s’effectue par une campagne d’essais
comme proposé dans [All98].

x/Z—\/Vo>

5.1.2 Difficulté rencontrée pour la simulation jusqu’a la rup-
ture

Afin de réaliser la simulation d’un crash de structures composites, le mésomo-
dele présenté ci-dessus peut étre envisagé. Cependant, les études précédentes [All97]
montrent qu’'une application directe de ce modele ne permet pas d’aller de maniere
objective jusqu’a la rupture a cause du phénomene dit de “localisation des déforma-
tions” qui est connu depuis longtemps dans la littérature [Baz76]. D’un point de vue
expérimental, il correspond a la concentration des déformations sur une bande de faible
épaisseur juste avant la rupture de I’éprouvette. Du point de vue du modele continu,
cela correspond a la perte d’unicité de la solution du probleme a cause d'un changement
de nature des équations aux dérivées partielles de la dynamique des structures lorsque
la matrice de rigidité tangente du matériau n’est plus définie positive. Ceci se traduit
lors du traitement numérique par une forte dépendance des résultats au maillage. Plus
précisément, la déformation se localise dans une zone de la taille d’'un élément, ayant
notament pour conséquence que I'énergie de dissipation tend vers zéro lorsque la taille
de maille tend vers zéro
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Afin de s’affranchir cette difficulté, plusieurs méthodes ont été proposées : soit
en choissisant de décrire la localisation par une discontinuité, soit en introduisant une
longueur interne qui controle le taille minimum que peut prendre la zone de localisation
des déformations. La deuxieme famille d’approches définit les “limiteurs de localisation”
selon Lasry et Belytschko [Las88], qui peuvent étre en espace ou en temps.

5.1.2.1 Modeles a discontinuité

Pour ces modeles, la localisation est décrite comme concentrée sur des bandes
d’épaisseur nulles. Il s’agit d’enrichir la cinématique du milieu continu en permettant
I’apparition a l'intérieur des éléments de surfaces de discontinuité du champ de défor-
mation (modeles a discontinuité faible) [Ort87] [Bel88] ou du champ de déplacement
(modeles a discontinuité forte) [Sim93] [O1i00]. Ce type de modeles est intéressant et
est en cours d’étude.

5.1.2.2 Limiteurs de localisation en espace

Contrairement aux modeles a discontinuité, ces modeles, en restant dans le domaine
de la mécanique des milieux continus, cherchent a controler la localisation des déforma-
tions a travers une longueur caractéristique du matériau afin d’empécher le changement
de nature des équations aux dérivées partielles de la dynamique des structures.

Citons d’abord les modeles a conservation d’énergie de dissipation.

Dans 1'idée de rendre 1'énergie de dissipation indépendante du maillage, cette ap-
proche suppose que cette énergie est fonction de la taille des éléments finis dans la zone
de localisation. La régularisation n’est pas introduite dans la loi de comportement mais
au niveau de la résolution numérique. Cette méthode qui est proposée par Bazant &
Oh [Baz83] n’a donc pas de signification physique. Cependant, elle présente I’avantage
d’étre facile a mettre en ceuvre car il suffit d’introduire des parametres matériau dé-
pendant de la taille des éléments.

Une autre famille de modeles plus physiques a ensuite été proposée par Pijaudier-
Cabot et Bazant [Pij87] pour le béton, puis développée par Leblond & al [Leb94] pour
les matériaux métalliques. Appelés les modeles non locaux, ils considérent qu'une ou
plusieurs variables du modele ne sont pas locales en espace mais dépendent de variables
voisines. Elles sont donc calculées grace a une fonction de pondération dépendant du
point considéré :

Y (xo) :/Qw(:vo,s) Y(s)ds (5.10)

oi1, Y () est la variable non locale utilisée dans cette méthode au point zy considéré.

Y'(s) est la variable locale dans un volume (s) autour du point x. Le choix de ce
volume représentatif (s) se base sur des considérations théoriques ou expérimentales
[Maz94]. Les parametres de régularisation, quant a eux, sont introduits dans la fonction
de pondération w.
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5.1. Présentation du modele de composite

L’inconvénient de cette méthode est lié au fait que les résultats obtenus sont tres
sensibles au choix de cette fonction w [Pla93]. De plus, 'utilisation de ce type de mo-
dele pose des difficultés pour définir les points d’intégration ainsi que pour traiter les
conditions aux limites ou pour l'implanter dans un code EF classique dans lequel les
modeles matériau sont généralement locaux.

Afin d’éviter la difficulté posée par le choix du volume représentatif des modeles non
locaux, des modeles a gradient, qui cherchent a enrichir le modele continu en utilisant
un terme de gradient de la déformation ou des variables internes, sont développés.

En éliminant les termes de dérivée d’ordre supérieur a 2, I’équation (5.10) peut
s’écrire sous la forme :

Y=Y +cVY (5.11)

oll, ¢ est un parametre de régularisation du probleme.

Différents choix de la variable interne Y sont proposés :

- la déformation totale e [Las88];

- la déformation plastique €, [dB92] pour un matériau plastique adoucissant ;

- I'endommagement d [dB95].

Ces modeles sont appelés les modéles a gradient explicite.

Dans la littérature, il existe également des modéles & gradient implicite ou Y
est la solution de I’équation :

Y=Y +cVY (5.12)

Ces modeles sont initialement utilisés par Desoyer et Cormery [Des94|, Peerlings &
al [Pee02] pour la simulation de I'endommagement, puis récemment pour la plasticité
par Lorentz et Andrieux [Lor03].

On retrouve également pour ce type de modeles a gradient de variables internes le
probleme de la prise en compte des conditions aux limites.

Une autre approche de I'enrichissement du modele continu classique afin de résoudre
les problemes de localisation a été proposée dans la littérature en se basant sur la
théorie du second gradient [Ger73|. Dans ces modeles appelées modeles du second
gradient, I'enrichissement du modele continu se fait au niveau de I’équation d’équilibre
en ajoutant un terme de gradient de la vitesse de déformation a 'expression de la
puissance des efforts intérieurs :

Pi:/(a:e—i—‘r:VVz)dQ
Q

avec o tenseur des contraintes “classique”,

7 est le tenseur des contraintes complémentaire (tenseur d’ordre 3) dans lequel la
longueur caractéristique du matériau est introduite.

Pour I'application de cette méthode au probleme de localisation, citons les travaux
de Triantafyllidis et Aifantis [Tri86], de Chambon & al [Cha98]. Ses inconvénients
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résident dans la nécessité du développement d’EF adaptés et dans les difficultés pour
traiter les conditions aux limites.

5.1.2.3 Limiteurs de localisation en temps

Ces approches ne controlent pas directement la localisation par une longueur carac-
téristique mais grace a un limiteur en temps. La longueur caractéristique est introduite
de fagon implicite a travers le couplage temps-espace en dynamique.

Les premiers limiteurs de localisation en temps, appelés les modeles a viscosité
sont proposés par Needleman [Nee88|, Loret et Prevost [Lor90] puis Sluys et De Borst
[SIu92] dans le cas d'un matériau élastoplastique. Le point de départ de ces modeles
differe de celui des modeles précédents car ils cherchent a garder le caractere hyperbo-
lique de I’équation en introduisant un effet de vitesse. Selon une forme proposée dans
[Slu92], la contrainte dépend non seulement de la déformation mais également de la
vitesse de déformation plastique :

O¢p

=h FE
o €+ ot

ol 7 est un parametre de viscosité.
Selon [Slu92], la longueur caractéristique introduite de fagon implicite a travers la
vitesse des ondes C' est :
l.=2nC

Pour I'application de ce type de modele aux matériaux élastiques endommageables,
citons le travail de Dubé & al pour le béton [Dub96| et les travaux au LMT Cachan
sur les composites. Il s’agit alors des modeles a effet retard.

Ces modeles, qui font partie des modeles a viscosité, ont tout d’abord été appliqués
a la simulation de 'endommagement du composite jusqu’a la rupture. Elle est propo-
sée par Ladeveze [Lad92], puis développée par des travaux de [All97] [Dou00] [Suf03],
[Cou05]. Dans ce modele, un parametre de viscosité est introduit dans les lois d’évolu-
tion afin de tenir compte de I'idée suivante : “la propagation des micro fissures associée
a une variation des forces thermodynamiques n’est pas instantanée mais elle possede
un temps caractéristique qui lui est propre”. Autrement dit, pour ces modeles, la rup-
ture apparait plus tard que pour un modele classique. C’est la raison pour laquelle ils
s’appellent les “modeles a effet retard”.

La loi d’évolution classique du mésomodele des composites stratifiés s’écrit dans le
cas 1D sous la forme :

Y =supY|,
{ d=(f(VY)), sid<1 = (5.13)

d=1 sinon avee f(\/?) _ \/}7\/_}7\/70

ou Yy, Y. sont les parametres du modele.
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Le premier modele a effet retard [Lad92] consiste a modifier la loi d’évolution (5.13)
en ajoutant un terme de vitesse. Cependant, elle doit permettre de retrouver la forme
statique (5.13) dans le cas de faible vitesse de déformation, menant & une expression
du type :

{d:k:(f(\/?)—dﬂ sid< 1 (5.14)

d=1 sinon

ou k et n sont les deux nouvelles variables caractérisant 1'effet retard. Ici la longueur
caractéristique associée au phénomene de rupture est liée directement & k~! au travers
de la vitesse des ondes C'.

Pour ce type de modele, I’évolution de 'endommagement est définie de fagon unique
par I’état du matériau, ce qui garantit 'unicité de la solution du probléeme dynamique
jusqu’a la rupture totale.

Cependant, la vitesse de endommagement d n’est pas bornée, autrement dit, elle
peut atteindre une valeur infini au moment de la rupture, ce qui est équivalent au cas
des modeles classiques.

Allix et Deii [All97] ont donc proposé une modification du modele a effet retard
initial en bornant la vitesse d’endommagement :

d:%{l—exp(—a<f(\/?)_d>+)} sid<1 (5.15)
d=1 sinon

Dans ce cas, la vitesse d’endommagement est toujours dans un intervalle [0, Tl] Ce
modele est donc appelé également “modele d’endommagement a taux limité”.

Les modeles a effet retard ou a taux limité ont été étendus récemment aux cas des
matériaux métalliques. Citons ici les travaux de Suffis et Combescure [Suf03], ou les
auteurs ont piloté la plasticité par 'endommagement a taux limité. Cependant, Court
& al [Cou05] ont montré que ce pilotage est suffisant pour le traitement juste apres
la chute de contrainte (d > 0.5) mais il pose encore des problemes de dépendance au
maillage au moment de la rupture (d ~ 1). Leur réponse consiste en un modele a taux
de plasticité limité.

D’un point de vue pratique, Douchin dans sa these [Dou00] a proposé une autre
forme des lois d’évolution pour les composites stratifiés, tout en conservant les idées du
modele a taux d’endommagement limité. Cependant, ces lois d’évolution permettent de
mettre en en ceuvre facilement un estimateur d’erreur de la modélisation par Eléments

Finis.
d:%{l—exp(—a<YTCY°—d2>+>} sid<1 (5.16)

d=1 sinon

I faut noter que, dans les lois d’évolution (5.15), (5.16), la dérivée de la vitesse
d’endommagement d est une fonction discontinue vis-a-vis des variables d et Y. Cette
discontinuité pose des difficultés pour la résolution des problemes direct et inverse par
la méthode LATIN en utilisant la direction de recherche tangente. Nous proposons donc
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d’utiliser les lois d’évolution suivantes tout en respectant les idées du modele a taux
d’endommagement limité :

d:%{1—exp(—a<%“’—d2>i>} sid<1 (5.17)

d=1 sinon

Cette loi d’évolution proposée présente d’un part tous les caracteres des modeles
a taux d’endommagement limité et d’autre part est plus facile a mettre en ceuvre et
a identifier. Cependant, il est naturel que le parametre a de la fonction (5.17) soit
différent de celui des lois précédentes [A1197] [Dou00].

La pertinence de la loi d’évolution proposée (5.17) pour la simulation jusqu’a la
rupture est étudiée dans la partie suivante.

5.1.3 Pertinence de la loi d’évolution utilisée

Dans l'objectif d’illustrer la pertinence de la loi d’évolution utilisée (5.17) pour la
simulation jusqu’a la rupture, un exemple académique est traité. Il s’agit d’'une poutre
de longueur L = 25 c¢m, de section S = 1 ¢m? encastrée d’un coté et soumise a une force
appliquée a 'autre extrémité dont la valeur maximum est Fj,,, = 1,2 E.S = 6,84 kN
(figure 5.5). Les parametres matériau utilisés dans ce calcul sont décrits dans le tableau
5.1.

7
/ o, Teo —F>

Figure 5.5 — Essai numérique dans le cas 1D endommageable

Elasticité Endommagement

Module d’Young :  E =57 GPa Seuil : Yo =0,05MPa
Coef. de Poisson : v=20,3 Force critique : Y.=0,23 MPa
Densité : p=2280 kg.m=3 | Constante de retard : a =10

Célérité des ondes :  C = 5000 m.s~! | Temps caractéristique : 7. = 2 us

Tableau 5.1 — Propriétés matériau composite
Les équations régissant le systeme sont :

+ Equation d’équilibre :

/OL (piiu* +o: e(u*))dx— ‘fdu*

L= 0 Vu (5.18)
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+ Conditions aux limites :

u(0,t) =0
~ 5.19
fa(L,t) = fq (5.19)
+ Conditions initiales :
u(,0) = up, i(z,0) = iy
a0 (5.20)
+ Lois d’état :
E(1—d)(e)s — E{—€)+
_E(e2 (5.21)

+ Lois d’évolution :

d:%{l—exp(—a<y;cyo—d2>i>} st d<1 (5.22)

d=1 sinon

La résolution du probleme est effectuée par une méthode incrémentale [Bat82],
[Sim98] dans laquelle un schéma de Newmark et une #-méthode (6 = 0, 5) sont utilisés.
Les champs solution du probleme sont présentés figure 5.6, illustrant clairement la
localisation de la déformation au moment de la rupture matériau.

endommagement

déformation

\\\\\\\\
e

\\\\\\\\\“‘}}‘ y

0.5
0.02

0.015 0.02 0.015

0.01 0.01
0.005 0.005
espace (m) 0 0 temps (ms) espace (m) 0 0 temps (ms)

.01

Figure 5.6 — Champs solution du probleme direct

Afin de montrer I'avantage du modele a effet retard utilisé, nous présentons la va-
riable d’endommagement de la poutre obtenue a l'instant final 7" le long de la poutre
pour différents maillages (figure 5.7). Dans cette exemple, I'indépendance de I'endom-
magement au maillage est confirmée, ce qui n’est pas le cas pour le modele d’endom-
magement classique (figure 5.8).

Nous avons donc illustré que les lois d’évolution (5.17) utilisées, issue du méso-
modele a effet retard [All97], permettent de traiter le probleme de la localisation des
déformations. Ainsi, la simulation devient pertinente jusqu’a la rupture. L’identification
des parametres 7., a gouvernant la rupture fait alors l'objectif de la deuxieme partie
du chapitre.
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endommagement endommagement
1 1 ka2
100 éléments g
08} ~ 200 éléments 0.8
— 300 éléments
0.6 0.6
0.4 0.4
—+— 100 éléments
0.2 0.2 - O 200 éléments
—*— 300 éléments
0 0
0 0.01 0.02 0.02 0.021 0.022 0.023 0.024 0.025

espace (m) Zoom espace (m)

Figure 5.7 — Endommagement a l'instant final pour le modele avec effet retard et avec
différents maillages

endommagement endommagement
1 1
100 éléments —+— 100 éléments
0.8} - — 200 éléments 0.8} - O— 200 éléments
—— 300 éléments —*— 300 éléments
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 0.01 0.02 0.02 0.021 0.022 0.023 0.024 0.025

espace (m) espace (m)

Figure 5.8 - Endommagement a 'instant final pour le modele classique et avec différents
maillages
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5.2 Présentation du probleme d’identification

5.2.1 Parametres a identifier

Afin de mettre en ceuvre le modele a effet retard, il est tout d’abord nécessaire
d’identifier ses parametres. En effet, les parametres F, Yy, Y. peuvent étre identifiés de
facon robuste a l'aide des essais statiques. En revanche, les parametres 7. et a doivent
étre identifiés sur un essai de rupture dynamique tel que I'essai aux barres d’'Hopkinson
présenté dans le premier chapitre de ce rapport. Ce type d’essais est d'une part tres
hétérogene car la rupture se localise dans une bande de faible épaisseur. D’autre part, il
provoque des conditions aux limites g4, fd fortement corrompues a cause de 'influence
brutal de la rupture matériau sur la réponse structurale.

Ici, encore une fois, on voit que la difficulté de I'identification vient principalement
du comportement brutale a la rupture du modele matériau lui-méme, c’est la raison
pour laquelle, les mesures sont dites “corrompues”.

~s
Ud

U
I a, 7.7 I
fd fd

Figure 5.9 — Probleme d’identification dans le cas 1D endommageable

5.2.2 Pertinence de la gamme de parametres étudiée

Pour mener 'identification sur une gamme de parametres pertinente, il est néces-
saire de vérifier que la réponse de la structure change de maniere importante sur cette
gamme de parametres. Pour cela, différents calculs directs sont effectués. Les champs
d’endommagement et de déformation pour différents jeux de parametres 7., a sont
présentés figures 5.10 et 5.11.

Il est clair que le temps caractéristique 7, influence d’avantage la réponse du modele
que le parametre a. Cependant, la gamme de parametres traitée ici est suffisamment
large pour que la méthode d’identification proposée soit pertinente.

5.2.3 Choix de l’essai d’identification

La stratégie d’identification utilisée dans ce cas est toujours basée sur 'ERAC mo-
difiée dans I'idée de filtrer les bruits de mesures au moyen d’une approche mécanique.
La question qui se pose est de savoir sur quel essai appuyer la démarche pour que les
mesures contiennent de I'information sur les parametres de retard. Or, apres la rupture
matériau, il est difficile d’estimer si le modele d’endommagement est encore pertinent.
Ceci se traduit d'un point de vue expérimental par le fait que I’exploitation des essais de
crash doit étre arrétée a partir d’'un certain niveau de déformation pour que les mesures
soient représentatives du modele. Sur I'exemple numérique traité, la rupture provoque
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endommagement & x = L déformation & x = L
0.08
1 7 = = = Tc/Tc0=0.5 ,
. Tc/Tco=1 ’
B 4
0.8 H 008 ... Te/Tc0 =15 .
06 Lo~ TeTc0=0.5 0.04
1~
0.4 Tc/TcO=1
02 - Tc/TeO = 1.5 0.02
------ Tc/Tc0=2
0 0
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 15
temps (s) 19 temps (s) 1078
endommagement & t = Tnq; déformation a t = Tyina
0.08
1t = = = Tc/Tc0=0.5 - = = = Tc/Tc0=0.5 y:
Tc/lTeo =1 afi Tc/Tco=1 I
08} = = Tc/Tc0 = 1.5 S 006 . —.—. Tc/Tc0 = 1.5 I
------ Tc/Tco =2 [, v TefTe0 =2
0.04
0.02
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0 0.01 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
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Figure 5.10 — Influence de 7. sur la réponse de la barre composite

endommagement & z = L déformation & z = L
0.08
1 - = —alad=05
0.8 0.06 a/a0 =1 ’
0.6 - — —aa0d=05 0.04
0.4 a/a0 =1
o2l - a/a0 =2 0.02
------ a/a0 =4
0 0
0 0.5 1 15 0 0.5 1 1.5
temps (s) 4078 temps (s) 49
endommagement a ¢t = Ttinai déformation a t = Tipq
0.08
1} - - —a/a0=05 - - - —2aa0=05
ala0=1 A aa0=1 /
: 0061 . .. ala0 = 2 I
A I ARPEETRS ala0 =4
0.04
0.02
- 0 :
0 0.01 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
espace (m) espace (m)

Figure 5.11 — Influence de a sur la réponse de la barre composite
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la séparation de la poutre en deux parties distinctes, entrainant un forte évolution des
conditions aux limites apres la phase post pic, rend difficile la résolution du probleme
inverse par une stratégie itérative.

Prenant en compte toutes ces remarques, nous allons effectuer I'identification a par-
tir d’essai dynamique pour une poutre constituée de deux matériaux tel que présente
figure 5.12 : 'un élastique endommageable a effet retard, 'autre de comportement ma-
tériau connu. Expérimentalement, cela consisterait a chercher a stabiliser la structure
pendant la rupture.

Dans un essai réel, cette poutre pourrait se composer :

- de plis centraux de fibres de carbone, dont le comportement est élastique endom-
mageable a effet retard, de module d’Young E et ou les parametres 7. et a doivent étre
identifiés ;

- de deux plis inférieur et supérieur a fibres aramides pour maintenir la structure en
place. Ce matériau est élastique de module d’Young Ey = 0,35 E et assure donc une
stabilité structurelle.

Les sections des deux matériaux utiliées sont égales.

~e ~S
Ud ud

¢ i

Figure 5.12 — Probleme d’identification pour une poutre a deux matériaux

5.2.4 Fabrication des mesures

Les mesures exactes du probleme d’identification avec la poutre a deux matériaux
sont fabriquées par un calcul direct comme dans le cas élastique (chapitre 3) ou visco-
plastique (chapitre 4). Ici, le calcul direct pour la poutre & un seul matériau présenté
dans la section 5.1.3 est réutilisé avec les mémes conditions aux limites mais pour la
poutre constituée de deux matériaux illustrée figure 5.13.

r Eo F
F
o, Teo —> t

LEO

Figure 5.13 — Essai numérique pour la poutre a deux matériaux

Le probleme direct est résolu par une méthode incrémentale [Bat82], [Sim98] en
utilisant un schéma de Newmark sur le déplacement et une #-méthode (6 = 0,5) pour
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5. Identification des parametres de rupture de composite

les variables internes. Les champs de déformation et d’endommagement obtenus sont
présentés figure 5.14. Cette figure illustre 'avantage d’ajouter les couches élastiques
non endommageables. Lorsque la couche au milieu est rompue (d = 1), les couches in-
férieure et supérieure, qui sont élastiques non endommageables, continuent a travailler,
autrement dit, ’onde continue a se propager. La zone de rupture (d = 1) de la couche
du milieu peut donc se propager sans que la déformation de la poutre n’augmente de
fagon brutale comme dans le cas de la poutre endommageable seule (section 5.1.3).

endommagement déformation
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0.01
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Figure 5.14 — Champs solution du probleme direct pour la poutre a deux matériaux

Afin de fabriquer les mesures corrompues, des bruits blancs gaussiens de moyenne
nulle sont ajoutés aux conditions aux limites en effort et en vitesse obtenues par le calcul
direct précédent. Un exemple de conditions aux limites non perturbées et perturbées a
20% sur 'écart type est présenté figure 5.15.

5.3 Formulation du probleme inverse

Le probleme inverse dans ce cas est formulé de maniere analogue a ce qui a été
fait dans le cas des problemes élastique (chapitre 3) et viscoplastique (chapitre 4) par
la méthode d’ERAC modifiée [Lad83]. La premiere étape consiste a séparer 1’ensemble
des relations en deux groupes : les relations fiables et les relations non fiables. Comme
les parametres F, Y, Y. sont connus a partir d’essais statiques préalables, les équations
d’équilibre, les lois d’état et les conditions initiales sont considérées comme fiables. Le
groupe non fiable, quant a lui, se compose des lois d’évolution et des conditions aux
limites. Plus précisément, ces deux groupes sont présentés dans le tableau 5.2.

Le probleme inverse se définit alors comme un probléeme de minimisation de I’erreur
de modele et des erreurs de mesures sous contraintes. Ce probleme de minimisation
non linéaire sous contraintes pose des difficultés de résolution comme présenté dans la
section 4.2.2.1V pour un comportement non linéaire. Afin d’appliquer la stratégie de
résolution itérative issue de la méthode LATIN pour le probleme inverse, nous défi-
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5.3.

Formulation du probléeme inverse

non perturbées 1.5

0.5} ¢

effort (N)

-1.5

10+ ='=" ax = 0
n ax =1L
~ 8
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ S [ R —
2 af, .
) ' -~
2 25! - =
>
-2
-4 N . .
0.01 0.015 0 0.005 0.01 0.015

0 0.005

temps (ms)

temps (ms)

=
o

perturbées a 20%

1
0.5
0

effort (N)

vitesse (m/s)

0 0.005

temps (ms)

0.61
temps (ms)

0.01 0.015 0 0.005

Figure 5.15 — Conditions aux limites non perturbées et perturbées a 20%

Fiable

Equilibre :
Lois d’état :

Conditions initiales :

—pii+div(c) =0
c=FE(1—-d)(e)y —E{(—e); + Epe
v E<26>2+

u(z,0) = ug, u(x,0) =1y d(z,0) =0

Non fiable

Conditions aux limites :
Lois d’évolution :

ﬂdet fd
d=B(Y,d) sid<1
d=1 sinon

Tableau 5.2 — Relations fiables et non fiables dans le cas de 'endommagement
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5. Identification des parametres de rupture de composite

nissons de la méme maniere que pour la viscoplasticité une relation de comportement
relachée, en introduisant deux jeux de variables d’état :
- les variables €, d, 0, Y vérifiant les lois d’état :

oc=FE(1—d){e); — E(—€), + Eye
E(e)2 (5.23)
2

- les variables €, d, d° vérifiant les lois d’évolution :

d =B(Y,d s d<l1
=0 siod=1 (5.24)
ot d°=(1—Hyg_1))B(Y,d) avec H4_1)une fonction de Heaviside

Les deux jeux de variables (5.23) (5.24) définissent donc les relations de comporte-
ment relachées.

Une erreur de modele de type moindres carrés sur la vitesse d’endommagement est
ensuite utilisée. Le probleme inverse s’écrit donc :

Trouver les champs u, o, d, d®, ug, fq et les paramétres 1., a minimisant :
ToeLq o o [T L g (T L
J:/ / —(d—de)zdl’dt—l-—/ ‘(fd—fd)z dt—l-—/ ‘(ud—ud)z dt

sous les contraintes :

uCAauy, oDAaf;, Clenu,ud —pi+div(oc)=0,

oc=E(1—d){e)y — E(—€), + Eye,

2

y_E <2f>+, (5.25)

d° = (1 — Hy_1y) B(Y,d),

d<1

La résolution du probleme inverse (5.25) est effectuée par un processus en deux
étapes :

- Résolution du probléeme de base pour des parametres a, 7. fixés;

- Evaluation de la fonction cotit J défini au probleme (5.25) grace aux champs solu-
tion du probleme de base afin d’identifier les parametres du matériau en la minimisant.

Remarques :
Dans le probleme d’identification (5.25) 'espace de contrainte ne tient pas compte
du fait que 'endommagement ne peut pas diminuer (d > 0). Cela est évidem-
ment non physique. Afin de résoudre ce probleme, deux propositions peuvent étre
considérées :
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5.4. Résolution du probleme de base

e La prise en compte de la condition d > 0 dans I’espace des contraintes ;
e [’utilisation d’une formulation discontinue our les lois d’évolution relachées :

d=(1— Hy 1)(d +e) (5.26)

ot e représente d’erreur de modele : e =d — de.
Cette formulation permet de bloquer de I'endommagement d = 1 lors de la
rupture mais ne garantit pas d > 0.

Cependant, ces deux propositions posent des difficultés pour prendre en compte
proprement le changement de ’expression de d lors de la rupture par la méthode
de traitement numérique développée dans les chapitres précédents.

Dans la suite, nous proposons de résoudre le probleme de base, associé au pro-
bleme inverse (5.25), par une stratégie itérative s’appuyant sur la méthode LATIN
adaptée (chapitre 4) avec la prise en compte pragmatique de ces difficultés. En
revanche, 1 résultat obtenu par cette stratégie ne correspond ni a la solution de
la premiere formulation (5.25) ni aux deux autres (voir annexe A et [Bry75]).
Autrement dit, il existe des incertitudes sur le fait que le résultat obtenu nu-
mériquement correspond a 'optimum de la fonction cotit. Toutefois, il vérifie les
contraintes du probleme inverse (5.25) et permet de bloquer d = 1 lors de la
rupture. De plus, les résultats d’identification s’appuyant sur ces champs solution
sembles satisfaisants (section 5.5).

5.4 Résolution du probleme de base

Le probleme de base, qui consiste a confronter les mesures au modele pour un jeu
de parametres 7., a fixé, s’écrit a présent comme suit :

Trouver les champs u,o,d, d®, uq, f; minimisant :

- [ [ i dvaeas @[ vl a0 12| d
—/(; /0 5( — ) xXr t+§A ’(fd—fd) 0 t+§A ’(ud—ud) 0 t
sous les contraintes :
uCAaug, oDAaf;, Clenu,ud —pi+div(c)=0,
o=E(1-d)(e)y — E(—€)+ + Ene, (5.27)

d* = (1= Hg-1)) B(Y,d),
d<1, d>0

Le probleme de base (5.27) dans ce cas differe de celui du cas viscoplasticité (section
4.5.3) dans la mesure ou pour le matériau composite endommageable a effet retard
considéré, non seulement les lois d’évolution relachées sont non linéaires mais également
les lois d’état. De plus, une contrainte d’inégalité sur la variable d’endommagement d est
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5. Identification des parametres de rupture de composite

apparue dans l'espace des contraintes, ce qui rend difficile la résolution du probleme
de base. Cela étant, ces différences n’empéchent pas 'application de la stratégie de
résolution itérative issue de la méthode LATIN en conservant la démarche du traitement
de toutes les équations non linéaires a I'étape locale. Elle est décrite précisément dans
les parties suivantes.

5.4.1 Séparation des difficultés

Tout d’abord, les relations du probleme (5.27) sont séparées en deux groupes :

e le groupe des relations locales en variables d’espace, éventuellement non linéaires.
Il s’agit ici des lois d’état et des lois d’évolution relachées.
L’ensemble des solutions de ce premier groupe d’équations définit un espace de
relation de comportement relachée noté I :

~

Pr={3=@d&ad| 6=E1-d @, - B(-a, +Ee d<1,

e le groupe des relations linéaires, éventuellement globales en variables d’espace.
L’ensemble des solutions du deuxieme groupe d’équations définit un espace d’ad-
missibilité noté A, :

Ag = {s = (0,d%u,d, fg,uq)| —pi+div(e) =0,d <1, d>0,ClIen u,u,d,

et sminimise J }

La solution s., du probleme inverse est obtenue comme l'intersection de ces deux

espaces :
See =N Ay (5.28)

5.4.2 Résolution itérative en deux étapes

La résolution du probleme de base est effectuée de facon itérative avec deux étapes
a chaque itération. Supposons qu’a l'itération n, tous les champs solution approximés
s, de la solution du probleme de base s., sont obtenus, nous cherchons la solution s,,
“meilleure” que s,, au travers des deux étapes suivantes.

5.4.2.1 Etape locale

Cette étape consiste a résoudre les équations non linéaires de la relation de com-
portement relachée. La direction de recherche a partir de I'étape globale précédente
utilisée est la direction verticale, ¢’est-a-dire € = €, et d = d,,. Cela permet d’éviter une
résolution des équations a la fois non linéaires et avec des conditions d’inégalité.
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5.4. Résolution du probleme de base

Dans cette étape,

+ les données sont : s, = (€,,d,)

+ les inconnues a déterminer sont : 5 = (€, d,73, €)
+ les équations a résoudre sont :

Y G
Y=— 2 (5.29)
d*=(1—-Hg,)— {1 — exp ( —a <YYCYO — d2>+>}

avec, { gz Z; (5.30)

Ce probleme est alors simplement un calcul de type “direct” aux poins de Gauss.

5.4.2.2 Etape globale

Cette étape cherche dans I'espace A, des nouveaux éléments s, 11 = s = [0, d°, u, d, ug, f4]
minimisant la fonction cott J et vérifiant I’équation d’équilibre, les conditions initiales
et les conditions d’'inégalité sur d et d suivant une direction de descente H~ & partir
des éléments 5 de 'espace I' obtenus a I'étape locale.

Dans cette étape, L

+ les données sont : s = (€,d, 7, d®)

+ les inconnues a déterminer sont : s, = s = (¢,d, 0,d°, ug, fq)

+ le probleme a résoudre est :

Trouver les champs u,o,d, d®, ug, f; minimisant :

J:/OT/OL%(d_de)dedt+%/OT‘(fd_ﬁj)?‘jdtjtg/OT‘(ud—ady‘jdt

sous les contraintes :

uCAaug, oDAaf;, Clenu,i,d —pi+div(c)=0, d<1, d>0

oc—0 [e—€
[d'e_ae]‘H -3

(5.31)

Ce probleme est un probléme de minimisation sous contraintes notamment d’inéga-
lité (d < 1, d > 0). La prise en compte de ces contraintes surtout de la derniére dans
le calcul est délicat vu 'outil de traitement numérique utilisé dans ce travail, a savoir
I’approche basée sur I’équation de Riccati.
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5. Identification des parametres de rupture de composite

Nous avons donc choisi d’utiliser une direction de recherche dite tangente modifiée
et d’imposer le taux d’endommagement a zéro lors de la rupture :
- la direction de descente tangente modifiée s’écrit :

Jo Jo
e 5
Hy Hyp| | 0de dde ‘

Oe (1= Hg) od
- on impose d = 0 si d = 1.

Ce choix permet d’obtenir par la résolution itérative une solution vérifiant toutes
les équations du probleme de base sauf la contrainte d’inégalité d >0 (et sa équa-
tion adjointe associée) avant la rupture. Autrement dit, dans la résolution itérative,
la contrainte d > 0 avant la rupture est relachée. Cependant, & la convergence de la
résolution itérative, il est vu que cette contrainte n’est pas activée. Il resterait toutefois
a justifier que la solution obtenue est bien celle du probleme de base.

La justification du choix de la direction de descente est présentée dans I'annexe A.

Le probleme a résoudre dans I'étape globale s’écrit alors :

Trouver les champs u, o, d,d®, uq, fq minimisant :
T L 1 . . o T . L 6 T _ L
J:/ / —(d—de)le’dt—F—/ ’(fd—fd)Q dt—l-—/ ’(ud—ud)Q dt
sous les contraintes :
uCAaug, oDAaf;, Clenu,u,d —pi+div(c)=0,
o—0 €e—¢€
. ~| =H" ~ .
d=0 si d=1

La résolution du probleme (5.33) est effectuée dans cette partie par 1'approche
basée sur I’équation de Riccati comme dans le cas élastique et viscoplastique sans tenir
compte la condition sur d. Cette derniere n’est prise en compte que lors de la résolution
de I'équation d’évolution de ¢ (voir systetem d’équations (3.3)).

Nous projetons tout d’abord le probleme (5.33) dans un espace EF :

ule,) = @) UM e(a,t) = Bl) U 50

d(z,t) = ®4(z) D(t);  d(x,t) = Pg(x) d°(t) ‘
avec ®(x) la fonction de forme EF linéaire et ®4(z) la fonction de forme constante par
élément.
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5.4. Résolution du probleme de base

Le probleme (5.33) sans la contrainte sur d devient alors :

Trouver les champs U, D, D¢, 11F minimisant :
71 . . . . T ~ -
J = / 5 (D — D" Ay (D — D"’)dt+/ %(HF— F)T (IIF — Fy) dt
0 0
T
+/ g (MU — Uy)" (U — Uy) dt
0

sous les contraintes :

MU +puKU+ALU+ ApD + 8, = 1IF
D= An U+ Ap D+ 5, (5.35)
Clen U,U,D

avec les notations :

Ag = [ &7 (x) By(x) do

Ay = fOL BT(z) Hy, B(x) dx

Avg = [ BT (2) Hip ®y(z) dx

Ay = [ Hy B(z) da

Agy = fOL Hy, (Dd(l') dx (5‘36)
Si= [y BY(2) (6 — Hyye — Hyad) dz

Sy = [ (d° — Ho1€ — Haod) dx

_| U
n = {UNE

Ceci permet de réécrire le probleme sous une forme linéaire quadratique classique :

Trouver les champs q,e minimisant :

1 1 ~ ~
Ja.e) = [ 5€" Re+5(Ca=T0)"Q(Ca—T0)

sous les contraintes :

2(0) = 0 (5.37)
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5. Identification des parametres de rupture de composite

en posant :
( . .
‘ T D — D°
q = |:U U D:| s e = |:HF—Fd:|’
0 1y 0 0 0
A= —MilAH —MilliK —M71A12 , G = 0 —Mr ,
| Ax 0 Asp Az 0
_ 0
A 0 B - ~
= _op puTII)’ Si= | MU (Fa = S
3
\Qza[d, C’:[H 0 O],

Le probleme (5.37) est résolu par I'approche basée sur I’équation de Riccati. Comme
dans le cas viscoplastique, les matrices A et G dans ce cas dépendent du temps. L’équa-
tion de Riccati doit donc étre résolue numériquement par un schéma d’intégration tel
que Runge Kutta d’ordre 4.

5.4.2.3 Critéere de convergence

Comme dans le cas viscoplastique, un indicateur d’erreur permettant d’arréter le
calcul est nécessaire car la résolution est itérative.

Dans la résolution du probleme direct avec 'endommagement a effet retard par la
méthode LATIN, Douchin [Dou00] a proposée un indicateur d’erreur en dissipation en
écrivant la loi d’endommagement sous la forme similaire a celle de la viscoplasticité a
écrouissage isotrope de Prandtl-Reuss.

Cependant, comme dans le cas viscoplastique, cet indicateur d’erreur ne peut pas
étre mis en ceuvre ici car la relation de comportement est relachée dans le cas du
probleme inverse. Nous allons donc estimer la qualité de la solution obtenue par la
vérification des équations de I'étape locale par les quantités obtenues a I’étape globale,
en introduisant les deux indicateurs suivants :

[ Jilo = (B = d) {0y — E(=¢)y + Bye)da]® ]
foT foL (02 + (E(1—d)(e)y — E(—€)4 + Eye)? dxdt]

[ ) LfOL [pe_B(e’ d) dz] ] (539
Jo Jo [(D*)? + (B(e, d))? du dt]

7 = sup (5.38)

t<T

2 _
Tl = sup
t<T

5.4.2.4 Etape de relaxation

Numériquement, un changement important des champs solution au cours des ité-
rations a été constaté pour la résolution d'un probleme direct avec endommagement
par la méthode LATIN surtout dans les zones fortement endommagées (d ~ 1). Dans
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5.4. Résolution du probleme de base

[Lad99a], I'auteur a proposé de régulariser la solution obtenue & chaque itération LA-
TIN par une combinaison de cette solution avec celle de I'itération précédente. Dans le
cas dynamique, la nécessité de cette étape de relaxation est illustrée figure 5.16, dans
laquelle la convergence de la stratégie LATIN avec ou sans l'étape de relaxation est
présentée.

Les champs solution a 'itération (n 4 1) s’écrivent alors :

. m—+1
dn+1 o 0’ 7d9lobale + 07 3 dn (5 40)
€np1 = 0,7 10,3 ’
n+l — Y, globale ) n
L indicateur d’erreur
indicateur d’erreur
0
“\rvvvvwvwvv 0
¥ -05 g
; \ v 2
= _ ‘ﬁ N I‘ ~ ‘,\I \ r °
I I TR P l",l"‘"/\l e
3 Il y w ’ @ -4
] \
n, L -6
-2
0 10 20 30 40 50 5 10 15 20 25
itération itération
(a) sans létape de relaxation (b) avec ’étape de relaxation

Figure 5.16 — Influence de l'étape de relaxation sur la convergence de la stratégie
de résolution du probleme de base pour les parametres matériau de référence et des
mesures non perturbées

5.4.3 Convergence de la stratégie de résolution du probleme
de base

La figure 5.17 représente ’endommagement a proximité de I’encastrement au cours

des itérations de la stratégie de résolution du probleme de base pour les parametres
matériau de référence (a = ag, 7. = Tq) et des mesures non perturbées.
_ Au cours des premicres itérations, I'écart entre les champs d’endommagement d°,
de¢ vérifiant respectivement les lois d’évolution relachées aux étapes globale et locale
est assez grand. Cette écart diminue au cours des itérations et se concentre autour du
moment de la rupture (d = 1), a partir de la 5"¢ itération, ce qui est en fait du au
comportement brutal de la rupture. Cela explique également le nombre d’itérations plus
important dans le cas de '’endommagement que dans le cas viscoplastique pour que
la résolution itérative converge. La convergence est encore plus lente pour de mauvais
parametres matériau a et 7. (figure 5.18).
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Figure 5.17 — Variables d’endommagement a proximité de I’encastrement au cours des
itérations pour des parametres matériau de référence 7. = 7.9, a = ag et de mesures
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indicateur d’erreur

échelle log
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itération

(a) cas 1 : 7./700 = 1, a/ag = 1,
mesures : non perturbées

indicateur d’erreur

|
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itération

(c) cas 3 : 7c/T0 = 0.5, afag =1,
mesures : perturbées a 20%
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(b) cas 2 : 7./700 = 0.5, a/ag = 1,
mesures : non perturbées

indicateur d’erreur
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itération

(d) cas 4 : 7. /Teo = 0.5, a/ag = 1,
mesures : perturbées a 40%

Figure 5.18 — Convergence de la stratégie LATIN pour différents jeux de parametres
matériau et différents niveaux de perturbation de mesures
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5. Identification des parametres de rupture de composite

5.4.4 Etudes des champs solution du probleme de base

5.4.4.1 Pour des parametres matériau de référence et des mesures non
perturbées

Comme dans le cas élastique et viscoplastique, le cas idéal des parametres matériau
de référence et de mesures non perturbées est tout d’abord étudié. Dans ce cas, la
solution de référence obtenue dans la simulation directe pour fabriquer les mesures
exactes est également celle du probleme de base puisqu’elle annule la fonction cout
J. Ceci est illustré figure 5.19 dans laquelle on présente le champ d’endommagement
obtenu par le probleme de base et son écart a de celui du calcul de référence.

endommagement

erreur relative

| 31“u!a!‘};!!‘!‘!‘!‘ﬁ{s!\\\!"

\“
‘ 0.. X \\‘ 0 -
RO X :
“‘ ““ “‘ t ‘¢ \\\: 0 0
' :o‘ “w ‘o:‘t“
QONN“
"‘00’0’0"‘0

e
o"no
,,0'0‘ 'n,'z' ;.,

0.5

oON MO ©

0.02 0.015 0.02

0.01 -
0.005
espace (m) 00 temps (ms) espace (m) 00 temps (ms)

Figure 5.19 — Champ d’endommagement obtenu par le probleme de base et son erreur
relative par rapport a celui de référence dans le cas des parametres matériau de référence
et des mesures non perturbées

Cette erreur relative, qui n’est pas numériquement nulle (de l'ordre de 6.1073),
s’explique notament par le fait que les schémas d’intégration utilisés dans le calcul
direct sont un schéma de Newmark et une #-méthode, tandis que ce qui est utilisé
pour le probleme de base est un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4. Il est intéressant de
noter que le méme ordre de grandeur est trouvé lorsqu’on compare les champs solution
obtenus par deux calcul direct : I'un avec une méthode incrémentale utilisant le schéma
de Newmark, la 8-méthode et I'autre avec la méthode LATIN utilisant le schéma de
Runge-Kutta. Toutefois, cette différence est considérée comme petite par rapport aux
erreurs obtenues pour la gamme de parametres a, 7. ou aux perturbations de mesures
traitées.

La différence relative entre les vitesses d’endommagement d et de, qui représente
Ierreur de modele, est présentée figure 5.20.
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5.4. Résolution du probleme de base

o N M O

0.02 0.015

0.01
0.005
espace (m) 00 temps (ms)

Figure 5.20 — Différence relative entre d et d° pour des parametres matériau de référence
et des mesures non perturbées

5.4.4.2 Pour de mauvais parametres matériau et des mesures non pertur-
bées

Dans le cas de mauvais parametres matériau, les champs solution du probleme
de base ne sont plus compatibles avec la relation de comportement et les mesures. La
vitesse d’endommagement d vérifiant les lois d’état et celle vérifiant les lois d’évolutions

d ne peuvent donc pas étre identiques. Cette différence relative est présentée figure
5.21.

0.02 0.015

0.01
0.005
espace (m) 00 temps (ms)

Figure 5.21 — Différence relative entre d et d® pour de mauvais parametres martériau :
a = ag, Tc = 0,57'00

Il est clair que cette différence est 100 fois plus grande que celle obtenue dans le cas
idéal des parametres matériau de référence (figure 5.20).
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5. Identification des parametres de rupture de composite

5.5 Identification des parametres de 'effet retard

Apres le probleme de base résolu par la stratégie itérative issue de la méthode
LATIN, I’étape d’identification des parametres a effet retard est considérée. Les surfaces
représentant la fonction cott en fonction des parametres matériau a, 7. pour différents
types de conditions aux limites sont présentées figure 5.22.

fonction coiit fonction cott

—4 —4

x 10 x 10

minimum S 1 minimum

(a) pour des mesures non perturbées (b) pour des mesures perturbées a 20%

Figure 5.22 — Surfaces représentant la fonction cotit - cas 1D endommageable

Il est clair que ces surfaces ont une forme convexe et il semble qu’il n’existe pas
de minima locaux méme pour des mesures perturbées a 20%. Cependant, ces fonc-
tions cout sont plus plates que celles obtenues dans le cas viscoplastique (figure 4.20).
Ceci s’explique par le fait que les parametres a effet retard a, 7., qui caractérisent le
comportement brutal de la rupture, interviennent de facon tres locale en espace et
en temps, tandis que l'influence des parametres k,, n, caractérisant la viscoplasticité
est prédominant pour des mesures fabriquées par un chargement de type plateau en
effort. Cependant, lorsqu’on étudie en détail ces fonctions cotit dans le cas de I'endom-
magement a effet retard, 'identification a partir de ces fonctions semble relativement
facile.

La figure 5.23 représente pour différents niveaux de perturbations les deux coupes
de la surface des fonctions cott : 'une pour la constante de retard de référence aq et
I’autre pour le temps caractéristique de référence 7.q. Il est clair que les fonctions cotut
ne sont pas tres plates, leur minimisation par la combinaison de la méthode de descente
a pas optimal et la méthode BFGS ne posera donc pas de difficulté.

De plus, I’écart entre les courbes d’identification pour différents niveaux de per-
turbation est assez faible, autrement dit, la perturbation affecte peu la fonction cotut.
L’identification, quant & elle, fonctionne pour des mesures perturbées jusqu’a 20%. Pour
des mesures perturbées a 40%, la résolution itérative du probleme de base converge (fi-
gure 5.18.d) mais les parametres matériau trouvés sont assez faux, ce qui veut dire que
la méthode d’identification proposée est moins robuste dans le cas de I'endommage-
ment a effet retard que dans le cas élastique ou viscoplastique. Cependant, ces résutats
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5.6. Conclusion

. X 10‘5 fonction cotiit X 10_5 fonction cout
non perturbées 4 non perturbées

5 = = = perturbées & 10% — = = perturbées & 10%

''''' perturbées & 20% 3 + == perturbées & 20% _- 1
AN - - - perturbées & 40% — — — perturbées & 40% _ <~

-

3
2 -l

(a) pour a = ag (b) pour 7. = Teo

Figure 5.23 — Fonction cout pour différents niveaux de perturbations - cas 1D endom-
mageable

semblent raisonnables étant donné le caractere locale en temps et en espace de la rup-
ture. L’amélioration de la robustesse de la méthode demande des développements de
la méthode d’identification dans I’avenir.

5.6 Conclusion

Le travail de ce chapitre a porté sur 'identification des parametres des lois d’évo-
lution caractérisant la rupture du mésomodele de composite stratifié par la méthode
d’ERAC modifiée.

La formulation du probleme d’identification a été similaire a ce qui a été fait dans
le cas viscoplastique (chapitre 4). Ainsi, une relation de comportement relachée a été
définie entre les variables d’endommagement vérifiant les lois d’état d et les lois d’évo-
lution d¢, puis une fonction cout constituée par I’écart quadratique sur les vitesses
d’endommagement (d, de) et par I'erreur sur les mesures a été minimisée pour trouver
les parametres optimaux. La minimisation pour un parametre fixé, appelée le probleme
de base, pose une difficulté technique car des conditions d’inégalité sur la variable
d’endommagement apparaissant dans I’espace des contraintes non linéaires.

Une stratégie LATIN adaptée a donc été proposée. Cependant, il a été vu que la
prise en compte de ces contraintes d’inégalité nous pose encore certaines difficultés,
notamment pour une définition propre des directions de recherche tangentes de la
stratégie LATIN. Une conséquence possible est que la solution du probleme de base
obtenue vérifie bien les contraintes mais ne correspond pas nécessairement a I’optimum
de la fonction cout. Les résultats obtenus nous apparaissent néanmoins satisfaisants,
puisque la stratégie itérative LATIN adaptée pour la résolution du probleme de base
converge et 'identification des parametres du mésomodele d’endommagement a taux
limité fonctionne correctement méme pour des mesures perturbées a 20%.
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Conclusion

Ce travail concernait la proposition et la résolution des difficultés de mise en ceuvre
d’une stratégie d’identification robuste, vis-a-vis des perturbations de mesure, d’un
comportement jusqu’a rupture en dynamique transitoire.

Son enjeu était de déterminer si la démarche initiée dans les travaux [All03] [Fei03],
concernant uniquement l'identification dans le cas de 'élasticité, pouvait s’appliquer
aux cas de comportements non linéaires et en particulier de 'endommagement. Déve-
loppées dans le cas simplifié de problemes 1D, les réponses apportées dans cette these
sont encourageantes bien que partielles. Il semble en particulier possible, en dynamique
transitoire, d’identifier les parametres gouvernant 'endommagement jusqu’a la rupture
méme en présence de bruits importants. Pour cela, un compromis a été recherché entre
les principes de base de l'erreur en relation de comportement modifiée et les outils dé-
veloppés dans le cas de I’élasticité pour controler les problemes d’instabilité inhérents
au couplage des problemes direct et rétrograde. Ceci a conduit a formuler le probleme
sous la forme de la minimisation d’une fonctionnelle d’erreur quadratique et globale en
temps sous des contraintes non linéaires. L’utilisation de la méthode de Riccati [And89]
[All05a] [Ngu05] nous a conduit a étendre la méthode LATIN [Lad99a] pour les pro-
blemes inverses en introduisant un espace associé a des relations de comportement
relachées.

La stratégie d’identification proposée a d’abord été testée dans le cas de matériaux
viscoplastiques. Ce cas a été utilisé pour mettre en place les ingrédients principaux
permettant la résolution du probleme de base. Les résultats concernant 'identification
s’averent pertinents pour des mesures perturbées jusqu’a 40%.

Dans un second temps, I'extension de la méthode au cas du modele d’endommage-
ment a taux d’endommagement limité a été abordée. La formulation proposée, s’ap-
puyant sur une fonction quadratique, demande de prendre en compte des contraintes
d’inégalité ou des contraintes discontinues. Une stratégie itérative issue de la méthode
LATIN a été utilisée et fournit des résultats intéressants meme s’il existe encore des in-
certitudes sur I'optimalité de la solution fournie. Toutefois, les résultats d’identification
restent pertinents pour des mesures perturbées jusqu’a 20%, ce qui semble raisonnable
étant donné le caractere local en temps et en espace de la rupture.

Plusieurs pistes peuvent étre envisagées pour une meilleure prise en compte des
domaines physiquement acceptables des variables d’endommagement et de leur taux
d’évolution. La premiere consiste a approfondir I’étude des approches permettant de
tenir compte des contraintes d’inégalité dans le cadre de la démarche de résolution mise
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Conclusion

en place. Une seconde voie consisterait a tenter d’utiliser des fonctionnelles d’erreur en
relation de comportement s’appuyant sur des fonctionnelles de type Legendre-Fenchel,
fonctionnelles utilisées dans le cadre de la maitrise des calculs en non linéaire. Ce
type de fonctionnelles a été écarté dans ce travail en raison de leur caractére non-
quadratique. Une derniére piste, qui a prouvé son intérét dans le cas linéaire [Fei05]
[Fei06], consisterait & minimiser 'ERAC modifiée dans le probleme de base pour un jeu
de parametres fixé, puis, grace aux champs solution obtenus, a identifier les parametres
matériau a partir de 'erreur en relation de comportement seule.

Malgré les questions qui restent ouvertes, dont celles évoquées ci-dessus et celles
concernant les aspects temps et volume des calculs, les réflexions et les outils numériques
concernant 'identification robuste de modeles de rupture, que constituent cette these
et les travaux qui I'ont précédée, ont permis de répondre aux principales questions a
I’origine de ces travaux.

Plus que l'approfondissement des outils et méthodes développés, il nous semble
maintenant a la fois possible et indispensable de s’intéresser en détail aux aspects
expérimentaux.

Bien des difficultés risquent d’apparaitre lors de la réalisation d’essais a rupture
en dynamique, nous espérons néanmoins que ces travaux pourront trouver leur utilité
dans ce contexte et aideront a mettre en place une démarche de dialogue essai/calcul
dont le développement devra s’appuyer conjointement sur ’expérience acquise a la fois
du coté numérique et du coté expérimental.

178 These de doctorat - HM. NGUYEN



ANNEXE
Traiter le probleme
de base dans le cas
endommageable

Afin de ne pas alourdir 'écriture, nous considérons dans cette annexe le probleme
de base dans le cas simple d’un systeme masse-ressort :

1
2

@—d+ a2+ D - ) at

T
min J(z,d,y,d°, f :/
( =) ; ;

sous les contraintes :
(mi+y—f=0
y=Cua = (1—dk{z)s + (k) {(—2)+ + ko
d® = (1= Hg-1)) Bz,a)
d>0
d<1
L 2(0) = 20, #(0) = @, d(0) =0

0 si (d
1 si (d

—-1)<0
—1)>0

ol H4_1) est une fonction de Heaviside : Hg_1) = {

Tout d’abord, le changement de variables suivant est effectué : e = d— de.
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A. Traiter le probleme de base dans le cas endommageable

Le probleme (A.1) devient alors :

T
min J(z,d,y,d% e, f) :/ [%62+%(37_f)2+§(f_f)2] dt
0

sous les contraintes :

(mi+y—f=0

y=Cua =1 —dk{z)s + (—k)(—2)4 + ko

d® = (1— Ha-1)) Bz.a)

d=e+d (A.2)
d>0

d<1

| 2(0) = 20, #(0) = o, d(0) =0

A.1 Systeme d’équations non linéaires

Le Lagrangien associée au probleme (A.2) est :

T
Lz, d,y, e\ ) = A Gf%+%@—ff+§pﬂ—ﬁﬂdt

T
+/ )\1 (mx + O(x,d) - f) dt
0
T .
+/ No(d = e = (1= H1) Bay) dt
0

T T '
+/ u(d—l)dt+/ 7 (—d)dt
0 0
Les conditions complémentaires associées aux contraintes d’inégalité s’écrivent :

pd—1)=0
{W(—d)z()

Nous calculons tout d’abord la variation du Lagrangien :

T T T 3
0L = /0 5eedt+a/0 5x(x—x)dt+ﬂ/0 Sf(f—f)dt

T T aC
+/5Mmm+qw—ﬁﬁ+/jM@wwﬂ£&+—4mmﬂﬁ
0 0

ox od
T .
+/ O\s (d —e— (1 — H(dfl)) B(m,d)) dt
0

T . 1—Hy ) B 1—Hy 1) B
+/ M <5d Cse a[( (d-1)) (x,d)](sx Rl (@-1) By ,d)]5d> g
0 ox od
T T T . T _
+/ (5,u(d—1)dt+/ (uod) dt+/ o (—d) dt+/ 7 (—od) dt
0 0 0 0 (AS)
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A.1. Systeme d’équations non linéaires

Apres avoir effectué les intégrations par partie suivantes :

T T . . T T
/ (A moZ)dt = / (A mdx)dt + [/\1 m 5x] - [/\1 m 5x']
0 0 0 0

/ ' (A3 dd) dt = — / : (X5 0d) dt + [Ag 5d]T (A.4)
0 % 0

/OT (7 8d) dt = —/0 (7 8d) dt + [de]Z

la variation du Lagrangien devient :

T T T .
0L = /0 5eedt+oz/0 6:1:(:5—3:)dt~|—ﬁ/ Of(f — f)dt

r oC aC
A (mi + C, dt+/ A ox +—0d+df)dt
/ 1 )~ 1) o 1(3 od )

—i—/o >\1m5xdt+ [Alméx} [Alméx'}j

T
+/ 5>\3<d—6—(1—H(d,1))Bxd)> dt
0

r 0[(1 = Hg-1)) B,a) 0l(1 = Hy-1)) Bg,a)
+/0 AS(“SQ - o ow = od

. / ' (N3 0d) dt + [Ag 5d}

/ Su(d — 1) dH/ (Mad)dt—/0T57rddt+/0T(7'r5d)dt— [msdE
(A.5)

La condition de stationnarité du Lagrangien (6L = 0) permet d’aboutir au systeme
d’équations suivant :

5d) dt

;

m(=d)=0, ©>0

6—)\320
) . oC OB,
aix—xN;er)qu)qa—x—/\3(1—H(d—1)) a(xvd):o
B =+X=0
A.6)
oC . Ol(1 = Ha-1)) Baa)] | . _ (
Al%_Afi_Afi ad +7T+’u_0

77_’L$+C'(x7d) —f=0

d=e+ (1= Hg-) Baa

I‘(O) = Xy, SL’(O) = w'o, d(O) = do

/\I(T) = 07 /\I(T) = 07 /\3(T) = 07 W(T) =0

\

Il faut remarquer que lors de la rupture matériau (d = 1), les deux contraintes d’in-
égalité d < 1 et d > 0 sont activées. Cependant, a partir de ce moment, I'activation de
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A. Traiter le probleme de base dans le cas endommageable

la deuxieme inégalité seule permet d’assurer la premiere. Nous pouvons alors considérer

les trois cas suivants :

a.Sid<1etd>0,les deux contraintes d’inégalité ne sont pas activées, le systeme

d’équations (A.6) s’écrit comme suit :

b. Sid<1etd=0,le systeme d’équations (A.6) s’écrit comme suit :

(d<1, p=0

d>0, mw=0
6—)\3:()
. - oC 0B z.q)
— AMFAN— — A =
w0t mh gy - ATy,
e hinh
ov 8 (x,d):
Mag ~ N hmgg =0
mx+C’xd) f=0
d—€—|—B(m’d)

Z’(O) = 2o, JI(O) = I'(), d(0> = do

M(T) =0, M(T) =0, M(T) =0, n(T)

d<1, =70
d=0, m>0
6—)\3:()
9C . 9Bua

— A+ A - A .
04(91; x)—i—m 1+ 1a 3 Or
. Ntk _808

ov oy (z,d) L
/\lad /\3 /\3 od + 7 0
ma}—FC(;p,d)—f:O
d:e—i—B(x’d)

Z’(O) = Xy, .%'(O) = Io, d(0> do
;A

/\I(T):Ov /\ ( )

0

=0

=0

(_):0, m(T)=0

(A7)
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A.2. Résolution du probleme par la stratégie LATIN adaptée :

c. Si d =1, le systeme d’équations (A.6) s’écrit comme suit :

(d=1
d=0 7>0
A3 =0
. oC
7 A A—:
e o
~f)+x=0
39 a[<1_H(d—1))B(x,d)]+7.T:0 (A.9)
Yoa 7 ad
ma+ Cga— f=0
e =
x(0) = xg, #(0) =z, d(0) = dy
\ >\1<T):Oa )\I(T =Y /\3(T :07 W(T):O

Dans ce cas, le multiplicateur de Lagrange 7 associé a la contrainte d’inégalité (d >

0) est déterminé a partir de la cinquieme équation du systeme A.9. Mathématiquement,
O[(1—=H4_1)) B(z,a)]
ad

la dérivée vaut I'infini lorsque d = 1, le multiplicateur de Lagrange 7
est donc difficile a déterminer. Cependant, dans ce cas de figure, les équations sur le
multiplicateur ne servent qu’a le déterminer.

Nous nous limitons donc aux autres équations, qui permettent de calculer les va-
riables x,d, e, f, \1, A3.

A.2 Résolution du probleme par la stratégie LA-
TIN adaptée :

La résolution du probleme (A.2) par la méthode LATIN adaptée est effectuée de
facon itérative en deux étapes comme suit. La gestion des contraintes inégalité posant
difficulté, on cherchera a les prendre en compte de fagon pragmatique a la fin du calcul,
la mise en place de I'approche est donc obtenue a partir des contraintes hors contraintes
inégalités.

1. Etape locale

J=Cua {
- avec,
&=(1-H- )B, -

Uy B)
I
8
3

(A.10)

Il
S
3

These de doctorat - HM. NGUYEN 183



A. Traiter le probleme de base dans le cas endommageable

1I. Etape globale

T
min J(z,d, y, d°, ) = /0 [%eQ + % (- 3)2 + g (f - f)Z] dt
sous les contraintes :
mi+y—f=0
d=e+d"
2(0) = o, #(0) =0, d(0) =0 (A.11)

Le Lagrangien associé a ce probleme de minimisation sous contraintes devient :

T
Liz,dy, e, M p) = / G+ 2@+ 2 ) a

T
+/ A (mi—f—i—Hu(x—fU\)-l—Hu(d_d)"‘g)dt
0

T )
+/ /\3<d—e—H21 (= 7) — Hop (d — d) —de) dt
0
La variation du Lagrangien s’écrit alors :

6L = /0T5eedt+a/0T5x(x—g:~)dt+ﬁ/OTaf(f—f)dt
+/0T5A1(m;f—f+HH(x—5c\)+H12(d—c?)+g)dt
+/OT)\1 (masc'+5f+Hnax+H125d> dt (A.12)
+/0T5A3(d—e—ﬂ21(x—§)—Hm(d—c?)—cz*e)dt

T .
+/ )\3 <5d —de — H21 ox — HQQ 5d> dt
0

Puis I'intégration par partie est utilisée :

T T ) T T
/ (M mdz)dt = / (A méx)dt + [)\1 m (595} — [)\1 m (59’5}
0., 0 . 0 0 (A.13)

T
/ (A 0d) dt = / (X3 0d) dt + [Agéd}
0 0 0
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A.2. Résolution du probleme par la stratégie LATIN adaptée :

ce qui nous permet d’obtenir a partir du systeme (A.12) le systeme d’équations suivant :

( 6—)\3:0

a(r— &) +mh + M Hy — A3 Hy =0

BUf=f+M=0

)\1H12_/\3H22_>\3:0

mi+y—f=0 (A.14)

y—Hy(z—7)—Hp(d—d)—§=0
d—e—Hy (2 —7)— Hpp(d—d)—de =0
2(0) = 2o, @(0) = do, d(0) = dy

( M(T) =0, j‘l(T) =0, A3(T) =0

III. A la convergence

A convergence de la stratégie itérative, les quantités (x,d,y,d®) de I’étape globale
coincident avec celles de I'étape locale (7, d, 7, d°). Les relations suivantes peuvent donc
étre obtenues :

=1
d=d
~ Al
y=y= C@A) (A.15)
Le systeme d’équation (A.14) devient alors :
( 6—)\320 .
Oé(.??—ji)‘i‘m)\lﬁ—)\lHll—)\gHzl =0
B~ ) +M=0
A Hig — A3 Hy — A3 =0
mi+y—f=0 (A.16)
y - C(md =0
d—e—(1=Hq-1)Bea =0
2(0) = xg, (0 )Zl’ d(0) = do
M(T) =0, A(T) =0, As(T) =0
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A. Traiter le probleme de base dans le cas endommageable

a. Si d < 1, le systeme d’équation (A.16) s’écrit :

(d<1

e—X3=0
a(m—@—i—m;\'l—l—/\lHn—)\gHgl:O
BU=N+ =0

At Hig — A3 Hyg — A3 =0
mi+y—f=0

y—Clza) =0

d—e— By =0

.%(0) = Xy, .17(0) = x"o, CZ(O) = do
M(T) =0, \M(T)=0, \3(T) =0,

(A.17)

\

Il est clair que, pour que les systemes d’équation (A.7) et (A.17) soient équivalents,
les directions de recherche doivent étre :

oCc oC

Hyy Hy Ar O
H:le Hﬂ}: % 8 (A.18)

ox od

Le systeme (A.8) n’est donc pas pris en compte ici. Toutefois, a convergence, on
observe que d reste toujours positif ou nul, donc cette contrainte n’est pas activée.

b. Si d = 1, le systeme d’équation (A.16) s’écrit :

(d=1
e—X3=0
az—F)+mh + A Hiy — A3 Hy =0
B =+ =0

A Hig — A3 Hao — A3 =10
mi+y—f=0

y.—C’(x’d):O

d—e=0

2(0) = w0, &(0) = i, d(0) =
M(T) =0, >\1(T) , A(T ):0

(A.19)

\

Pour que le systémes d’équations (A.9) se rapproche au mieux du systeme (A.19),
nous imposons d = 0 lorsque d = 1 et utilisons la directions de recherche suivante :

oC 0
_|Hu Hy| |5,
= {Hzl HQJ = |98 (4.20)
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A.2. Résolution du probleme par la stratégie LATIN adaptée :

L’équation permettant de calculer le multiplicateur de Lagrange p associé a la
contrainte d’inégalité, n’est pas prise en compte, mais ne joue pas de role pour la
détermination des autres variables. Le systeme devient :

(d=1
d=0
)\3:0
Oz(x—:fN)+m;\'1+>\1H11—)\3H21=0
Bf=f)+A=0
m(x +y )— f=0 (A.21)
Y — Clza)y =0
e=0
I’(O) = Xy, ZE(O) = i‘(), d(O) = do
( M(T) =0, M(T) =0, \s(T) =0,

En résumé, nous avons choisie pour cette stratégie LATIN adaptée une direction
de descente H :

oC oC

Hy Hi 5, (1= Ha)57
}{::[h51 EQJ - f%% - )éﬁ% (A.22)

O @V"9d

et nous avons imposé le taux d’endommagement a zéro lors de la rupture matériau
d=1.

Ce choix permet d’écrire le probleme sous une forme unique sur tout le temps
d’étude afin d’appliquer I'approche basée sur I’équation de Riccati. De plus, la solution
obtenue par la stratégie itérative vérifie toutes les équations du probleme de base sauf la
contrainte sur le taux d’endommagement d > 0 avant la rupture matériau. Cependant,
il n’a été obervé aucune violation de cette contrainte a la convergence de la stratégie
itérative.
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Résumé :

L’objectif de la these est de proposer une stratégie robuste permettant 1'identi-
fication en dynamique transitoire de loi de comportement gouvernant la réponse du
matériau jusqu’a la rupture. Il s’agit d’étre a méme d’identifier les parametres maté-
riaux supposés gouverner la rupture dans un contexte ou les données expérimentales
sont fortement incertaines. Faisant suite a un premier travail ou la stratégie avait été
élaborée dans un cadre élastique, le travail s’est concentré sur ’extension de la mé-
thode d’identification pour les cas non linéaires tout d’abord la viscoplasticité puis les
modeles d’endommagement a taux limités.

Les difficultés rencontrées dans ces cas résident dans la non-linéarité et le caractere
instable du probleme de minimisation sous contraintes non linéaires auquel la formula-
tion nous amene. Une extension de la méthode LATIN aux problemes mal posés a été
proposée et développée afin de permettre la résolution itérative de ce type de problemes
d’optimisation. La résolution de ces derniers fait appel a une méthode de traitement
robuste issue du controle optimal et basée sur ’équation de Riccati.

Une fois ces difficultés résolues et dans les cas simples unidimensionnels traités pour
le moment, la stratégie d’identification proposée s’avere tres robuste face aux pertur-
bations des mesures méme dans le cas tres sévere de la localisation et de la rupture.

Mots clés : probleme inverse, identification robuste, rupture, mesures incertaines,
dynamique transitoire, Erreur en Relation de comportement, équation de Riccati, mé-
thode LATIN.

Abstract :

The objective of this work is to propose a robust identification strategy, which
allows to identify a constitutive relation for material rupture. The challenge is to be
able to identify the parameters that control the rupture in a context of highly corrupted
experimental data. After a first work where the strategy has been developed in an elastic
framework, this thesis concentrates on the extension of the identification method to the
nonlinear cases, first the viscoplasticity, then the delay damage model.

The main difficulties in these cases are the non-linearity and the unstable character
of the minimization problem under nonlinear constraints which is derived from the
formulation. An extension of the LATIN method to ill-posed problems is proposed and
developed in order to allow an iterative solving of this type of optimization problems.
The linearized optimal control problems are solved by a robust algorithm based on
optimal control techniques, mainly using the Riccati equation.

The difficulties being solved and the formulation implemented in the one-dimensional
case until now, the proposed identification strategy appears to be very robust with res-
pect to the perturbed measurements even in the case of localisation and rupture.

Keywords : inverse problem, robust identification, rupture, uncertain measurements,
transient dynamic, Constitutive Relation Error, Riccati equation, LATIN method.



